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RESUMEN:

El proposito del presente estudio es encontrar las posibles orbitas de transferencias que
trasladen un satélite pequeno desde la Tierra hasta el punto L4 de Lagrange en el sistema
Tierra-Luna.

Para ello, se ha elaborado un algoritmo con un propagador orbital que permite calcular
todas las posibles trayectorias orbitales entre dichos puntos, imponiendo una serie de
restricciones y de condiciones iniciales. El origen de la trayectoria es una orbita terrestre
de aparcamiento, y el destino es una drbita estable en torno al punto L4 de Lagrange en
el sistema Tierra-Luna. El aporte energético se lleva a cabo a través de dos impulsos: el
primero se efectlia sobre el satélite encontrandose éste en una orbita de aparcamiento
terrestre de 160km de altitud y el segundo impulso se efectlia sobre el satélite a la
llegada a las cercanias del punto L4 de Lagrange, de manera que el satélite quede
orbitando en torno a dicho punto. Para el analisis de la mision se tienen en cuenta la
presencia de tres cuerpos celestes: El Sol, la Tierra, y la Luna.

El algoritmo se ha escrito a través del software MATLAB, y esta disefiado para estudiar
tanto las transferencias convencionales de Hohmann como las posibles Transferencias de
Baja Energia, que utilizan la asistencia gravitacional lunar y solar. Para ello, el codigo se
basa en un propagador que aplica las ecuaciones del Problema Restringido Bicircular de
los Cuatro Cuerpos, que tiene en cuenta la presencia lunar asi como la presencia solar
en las ecuaciones de movimiento del satélite. Una vez escrito el algoritmo, se ha validado
a través del software GMAT vy la literatura existente, obteniendo un error inferior al 1%.

Lo que se obtiene del algoritmo es una familia de todas las transferencias posibles entre
la Tierra y el punto L4, tanto externas como internas, habiéndose encontrado 4.865
resultados. Se ha comprobado que la perturbacion solar aumenta el nimero total de
transferencias posibles, y se ha elaborado un catalogo de las transferencias mas
representativas. Ademas, se ha analizado la dependencia de las soluciones encontradas
con las condiciones iniciales, tanto en posicion, velocidad y tiempo. Una vez halladas
todas estas trayectorias, se han encontrado aquellas transferencias mas relevantes,
como las de menor duracién (siendo de 2,12 dias), o las de menor consumo (siendo de
3,704 km/s).




ABSTRACT:

The purpose of the present study is to find the possible orbits that transfer a small
satellite from the Earth to the L4 Lagrangian point in the Earth-Moon system.

For this purpose, an algorithm with an orbital propagator has been developed to
calculate all possible orbital trajectories between these points, imposing a series of
constraints and initial conditions. The origin of the trajectory is a parking Earth orbit,
and the destination is a stable orbit around the Lagrangian point L4 in the Earth-Moon
system. The energy is given through two impulses: the first with the satellite on an Earth
parking orbit of 160km of altitude and the second one when it arrives near the L4
Lagrange point, so that the satellite remains orbiting around it. For the analysis of the
mission, the presence of three celestial bodies is considered: the Sun, the Earth, and the
Moon.

The algorithm has been written through MATLAB software, and designed to study both
conventional Hohmann transfers and possible Low Energy Transfers, which use lunar and
solar gravitational assistance. To do so, the code is based on a propagator that applies
the equations of the Restricted Bicycle Four-Body Problem, which takes into account the
lunar presence as well as the solar presence in the satellite's equations of motion. Once
the algorithm was written, it has been validated through GMAT software and existing
literature, obtaining an error of less than 1%.

The output product of the algorithm is a family of all possible transfers between the
Earth and the L4 point, both external and internal, having found 4.865 results. It has
been found that the solar perturbation increases the total number of possible transfers,
and a catalog of the most representative transfers has been elaborated. In addition, the
dependence of the solutions found with the initial conditions, both in position, velocity
and time, has been analyzed. Once all these trajectories have been found, the most
relevant transfers have been found, such as those with the shortest duration (2.12 days),
or those with the lowest consumption (3.704 km/s).
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Nomenclatura

Simbolos Griegos

At
AVy

AV,

AVry

Angulo entre la posicién del satélite en el momento del primer
impulso y el vector Tierra-luna

Modulo de la velocidad del satélite tras el primer impulso adi-
mensionalizado con la velocidad en la 6rbita aparcamiento
Tiempo entre el primer impulso y el segundo impulso
Incremento de velocidad debido al primer impulso, en valor ab-
soluto

Incremento de velocidad debido al segundo impulso, en valor
absoluto (también llamado AV53)

Incremento de velocidad debido a ambos impulsos, en valor ab-
soluto. También expresado como AV.

Angulo entre el vector Tierra-Luna y el vector Tierra-Satélite
Relacion entre la masa de la Tierra y la masa de la luna
Constante gravitacional geocéntrica

Distancia Sol-(Tierra-Luna) adimensionalizada

Angulo entre el vector Tierra-Sol y el vector Tierra-Luna en el
momento del primer impulso

Energia mecanica especifica de un satélite en orbita eliptica
Potencial efectivo del problema restringido de los tres cuerpos
Potencial efectivo del problema restringido de los cuatro cuer-
pos

Velocidad de rotacion del Sol respecto a la Tierra adimensiona-
lizada

Pagina I de IX



Simbolos Latinos

BCRABP

TQ pAEcEYeQ
d

™
T2

Ta

Rp4

Area barrida por el vector Sol-Planeta en una 6rbita coénica
Semi-eje mayor de una conica

Aceleracion producida por la presencia solar

Aceleracion producida por la presencia del sistema Tierra-Luna
Aceleracion del satélite en la direccion del vector Tierra-Luna
Aceleracion del satélite en la direccion perpendicular al vector
Tierra-Luna

Baricentro del sistema Tierra-Luna

Semi-eje menor de una conica

Problema restringido bi-circular de los cuatro cuerpos
Constante de Jacobi de un cuerpo en orbita

Distancia entre el centro y el foco de una coénica

Longitud Caracteristica

Anomalia excéntrica de una coénica

Excentricidad de una coénica

Foco de una coénica

Fuerza gravitatoria

Cociente entre la aceleracion producida por la perturbacion so-
lar y la aceleracion producida por el sistema Tierra-Luna
Constante de gravitacion universal

Momento angular de un satélite en orbita eliptica

Altitud de la orbita de aparcamiento terrestre respecto al nivel
del mar

Cuarto punto de Lagrange en el sistema Tierra-Luna

Quinto punto de Lagrange en el sistema Tierra-Luna

Anomalia media de una conica

Masa de un cuerpo orbiatando

Masa del Sol adimensionalizada

Masa caracteristica

Numero de valores de o analizados

Numero de valores de § analizados

Numero de valores de # analizados

Semilado recto de una elipse

Distancia entre un satélite y el centro del cuerpo en torno al
que orbita

Vector posicion de un satélite respecto al centro del cuerpo en
torno al que orbita

Distancia entre un satélite y el centro del cuerpo primario en
torno al que orbita

Distancia entre un satélite y el centro del cuerpo secundario en
torno al que orbita

Radio en el apogeo de una orbita eliptica

Distancia respecto al punto teorico L4 a la que se produce el
segundo impulso
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RS

N

8.

o

Yo

Distancia entre la orbita de aparcamiento terrestre y el centro
de la Tierra

Distancia maxima respecto al punto teorico L4 que adquiere el
satélite tras el segundo impulso

Radio medio de la luna

Radio en el perigeo de una orbita eliptica

Radio medio de la Tierra

Esfera de influencia gravitacional de un cuerpo masivo

Periodo Orbital

Tiempo transcurrido en orbita desde el origen de tiempos
Tiempo en el que se produce el primer impulso

Tiempo en el que se produce el segundo impulso

Tiempo entre el primer y el segundo impulso (también llamado
Ay)

Tiempo Caracteristico

Modulo de la velocidad de un cuerpo orbitando

Velocidad vectorial de un cuerpo orbitando

Modulo de la velocidad del satélite inmediatamente después del
primer impulso

Modulo de la velocidad del satélite en la orbita circular de apar-
camiento terrestre

Velocidad de escape de un satélite

Vector de estado del satélite

Posicion del satélite en la direccion del vector Tierra-Luna
Posicion del satélite en la direccion perpendicular al vector
Tierra-Luna, contenido en el plano orbital lunar

Posicion del satélite en la direccion perpendicular al vector
Tierra-Luna y perpendicular al plano orbital lunar

Velocidad del satélite en la direccion del vector Tierra-Luna
Velocidad del satélite en la direccion perpendicular al vector
Tierra-Luna, contenido en el plano orbital lunar

Velocidad del satélite en la direccion perpendicular al vector
Tierra-Luna y perpendicular al plano orbital lunar

Posicion del satélite en el momento del primer impulso, en la
direccion del vector Tierra-Luna

Posicion del satélite en el momento del primer impulso, en la
direccion perpendicular al vector Tierra-Luna
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Jose A. Reina - TFM 2023

Introduccion

Objetivos

El principal proposito de la investigacion del presente documento es encon-
trar y analizar las posibles transferencias entre la Tierra y el punto L4 de
Lagrange (en el sistema Tierra-Luna).

Para ello, habra que elaborar y validar un algoritmo con un propagador que
permita calcular todas las posibles transferencias, teniendo en cuenta una
serie de restricciones y condiciones iniciales. A fin de tener en cuenta la
influencia de la presencia del Sol y la Luna, el propagador del algoritmo se
debera basar en el problema restringido bicircular de los cuatro cuerpos.

Una vez hallada toda la familia de transferencias posibles, se analizara el
impacto de las condiciones iniciales en el tiempo y el coste de la mision.
Ademas, se categorizaran las trayectorias encontradas, estudiando aquellas
trayectorias con minimo consumo y minima duracion.

Es importante mencionar que en este estudio se pretende analizar posibles
soluciones de manera unicamente preliminar, aportando conocimiento de
como afectan diferentes parametros a los resultados posibles y expandiendo
el conocimiento sobre las trayectorias encontradas. Este analisis preliminar
es una etapa previa a los analisis detallados que pueden llevar a cabo otras
herramientas que presenten mayor precision. No es, por tanto, objetivo de
este trabajo el realizar un estudio detallado y preciso de las orbitas, sino el
hallar una familia de posibles trayectorias preliminares que puedan servir
de punto de partida de futuros estudios mas precisos.

En resumen, los objetivos del presente estudio son:

Objetivo Principal: Encontrar y analizar las posibles transferencias entre
la Tierra y el punto L4.

Para ello, se tendra que:

= Elaborar un codigo basado en el Problema Restringido Bicircular de
los Cuatro Cuerpos que permita calcular trayectorias entre la Tierra y
el punto L4 de Lagrange en el sistema Tierra-Luna.

» Encontrar todas las orbitas de transferencia posibles dentro de un ran-
go de consumo y tiempo preestablecidos.
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» Hallar, entre los resultados obtenidos, las orbitas de transferencia que

requieran menor consumo y menor tiempo de transferencia.

= Analizar el efecto de las condiciones iniciales en el coste y el tiempo de

transferencia.

» Categorizar las 6rbitas de transferencia encontradas.

Estructura

El presente documento se estructura de la siguiente manera:

1.

Fundamentos Teodricos: Donde se exponen las teorias fisicas y mate-
maticas sobre las que se ha realizado el estudio, incluyendo las leyes
de Kepler y Newton y un resumen de la geometria conica. Ademas, se
explican conceptos basicos necesarios, como la esfera de influencia te-
rrestre, las transferencias de Hohmann, o la asistencia gravitacional,
que permitiran al lector entender mejor el planteamiento tedrico del
estudio realizado.

. Problema de los Tres Cuerpos: Donde se exponen las ecuaciones que

permiten calcular la trayectoria de un satélite en el entorno entre la
Tierra y la Luna, tanto con la presencia solar como sin ella. También
se explican conceptos concretos de gran interés, como los puntos de
Lagrange, la constante de jacobi o las regiones de Hill.

. Analisis de la Mision: Donde se explica la mision que se lleva a cabo

y que se pretende optimizar, detallando el uso de una orbita terrestre,
la maniobra de doble impulso, las restricciones de colision o tiempo
maximo, o el criterio con el que se considera alcanzado el punto L4 de
Lagrange.

Implementacion Numérica: En donde se detalla como se ha imple-
mentado numéricamente el algoritmo que permite el calculo de todas
las trayectorias posibles. En este apartado, ademas se hablara sobre
los criterios utilizados para seleccionar el método de integracion y los
tiempos de integracion. Por ultimo, en este apartado también se expli-
cara el proceso de validacion y verificacion del codigo realizado.

Resultados: Donde se presentaran los resultados obtenidos en el ana-
lisis de las posibles trayectorias. Ademas, atendiendo a diferentes as-
pectos, se determinan las trayectorias de menor consumo, menor tiem-
po y menor distancia orbital. Por ultimo, se categorizan las trayectorias
encontradas.

Conclusiones: Se realiza una exposicion de las conclusiones del estu-
dio, asi como una propuesta de posible trabajo futuro.

. Anexos: En el anexo se incluye un diagrama de Grant con el proceso

de elaboracion del proyecto, asi como el algoritmo utilizado para hallar
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las posibles trayectorias, y el codigo que se ha utilizado para dibujar
todas las graficas que se hallan en el capitulo de resultados.

Motivacion del proyecto

La exploracion espacial ha sido fuente de interés desde hace mas de cin-
cuenta anos, cuando Estados Unidos y la Union Soviética empezaron la
carrera espacial para alcanzar la Luna. Los avances tecnologicos que han
surgido gracias a dicha investigacion espacial han beneficiado enormemen-
te a la humanidad. Tras la carrera espacial, el interés por alcanzar la Luna
y las zonas cercanas a ella se vio reducido durante algunas décadas. Sin
embargo, en los ultimo anos se ha observado un renovado interés por las
misiones a la Luna y a la zona cislunar (zona interior a la orbita lunar) [1].

El interés por regresar a la Luna ha crecido en los ultimos anos. Este hecho
se puede observar, por ejemplo, en las actividades de Israel, Estados Unidos,
o China, que tienen proyectos actualmente con el proposito de alcanzar la
Luna [1]. Este renovado interés no se limita tnicamente a aterrizar en la
Luna, sino que ademas, varios autores en los ultimos anos han replanteado
la idoneidad de la zona cercana a la orbita lunar como candidatos para
determinadas misiones espaciales [2].

Entre las zonas cercanas a la orbita lunar que mas interés suscitan se en-
cuentran dos puntos conocidos como los puntos “L4 y L5 de Lagrange”, que
han sido presentados académicamente como posiciones destacables para
situar satélites o estaciones espaciales [3]. Estos dos puntos se encuentran
a la misma distancia de la Tierra que de la Luna, en el plano orbital lu-
nar, formando un triangulo equilatero con la Tierra y la Luna, y poseen
ciertas propiedades que los hace especialmente interesantes. El uso de es-
tos puntos como potenciales candidatos para colocar satélites o estaciones
espaciales se ha discutido desde hace mucho tiempo, remontandose a los
anos setenta [1].

Las propiedades que hacen que estos dos puntos sean de especial interés se
basan principalmente en su estabilidad. Debido a su posicion estratégica,
desde un punto de vista tedrico, un satélite puede ser colocado en uno de
estos dos puntos sin sufrir ninguna perturbacion que lo saque de su po-
sicion [4]. De esta manera, se podria colocar un satélite en estos puntos y
que mantuviera su posicion (relativa a la Tierra y la Luna) sin necesidad de
consumir combustible [3]. Ademas, estos puntos se encuentran a la misma
distancia de la Tierra que de la Luna, y mantienen dicha distancia indefini-
damente, por lo que presentan una localizacion atractiva para satélites de
comunicaciones u observacion [1]. La capacidad de mantener satélites en
un punto fijo (relativo a la Tierra) con un consumo de combustible virtual-
mente nulo, convierte a estos puntos como principales alternativas a las
orbitas geoestacionarias, que cada vez se encuentran mas pobladas [1].

El uso en comunicaciones no es la unica utilidad que se le ha encontrado
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a estos puntos. En los ultimos anos se han propuesto multitud de posibles
misiones, tanto civiles como militares, que podrian aprovechar las cualida-
des unicas de los puntos L4 y L5 de Lagrange [1]. Entre otras, destaca la
propuesta de O’Neill en los anos setenta, que proponia crear una colonia
en el punto L5 [3]. Otros académicos han propuesto estos puntos para po-
sicionar un telescopio espacial, debido a la estabilidad de los mismos, y la
distancia respecto a la Tierra; otros proyectos estudian como colocar una
estacion espacial que facilite los viajes entre la Tierra y la Luna [5]. No obs-
tante, existen mas ejemplos de posibles usos que han sido propuestos, entre
los que se encuentran propuestas para posicionar sistemas de localizacion
y navegacion, sistemas de vigilancia de meteoritos, sistemas para deteccion
anticipada de tormentas solares y puntos de comunicacion con vehiculos
espaciales lejanos [1].

Todas estas potenciales aplicaciones suscitan el interés de muchos inves-
tigadores, que en los ultimos anos han estudiado las propiedades de estos
puntos, asi como las posibles misiones que podrian llevarse a cabo para
transportar vehiculos espaciales entre la Tierra y dichos puntos. Para que
posicionar un satélite en estas ubicaciones no conlleve costes prohibitivos,
es necesario buscar trayectorias que minimicen el gasto de combustible,
sin penalizar en exceso el tiempo de transferencia [6]. Es asi como surge la
necesidad de estudiar las transferencias de baja energia, que aprovechan la
presencia de la Luna para ayudar a colocar un satélite en los puntos L4 y
L5, reduciendo el combustible necesario.

Sin embargo, el estudio de dichas trayectorias esta en proceso, y aun queda
mucha investigacion que realizar al respecto. Algunos autores, como F. J.
T. Salazar [3] realizan un estudio de las trayectorias de baja energia, pero
teniendo en cuenta solamente la fisica del problema de los tres cuerpos (es
decir, sin tener en cuenta el efecto del Sol). Otros, como Minghu Tan [5] rea-
lizan el estudio de transferencias que requieren un unico impulso, para sa-
télites que no lleven combustible que permita un segundo impulso. Autores
como Francesco Topputo [7] y Kenta Oshima [8] estudian posibles transfe-
rencias entre la Tierra y los puntos L4 o L5 con dos impulsos, y teniendo
en cuenta el efecto de la presencia del Sol, pero limitan sus resultados a
tiempos de transferencias cortos.

El proposito de este documento es, basandose en el trabajo de [3], [4], [5],
[7], [8], y [9], elaborar un algoritmo que permita calcular las posibles tra-
yectorias de transferencia entre la Tierra y el punto L4 de Lagrange, encon-
trando las transferencias que menor consumo requieran para un tiempo
permitido. El calculo se hace basandose en el modelo del problema restrin-
gido bicircular de cuatro cuerpos (Sol-Tierra-Luna-Satélite) utilizando dos
impulsos, uno para salir de la orbita circular terrestre y otro para entrar
en la orbita en torno al punto L4 de Lagrange. El resultado principal busca
ser un catalogo que muestre el consumo y el tiempo de transferencia de
cada trayectoria. Una vez obtenida, se identificaran una serie de puntos de
interés para analizar sus orbitas, estudiarlas y categorizarlas.
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Capitulo 1

Fundamentos teoricos

En el presente capitulo se explicaran los fundamentos teéricos de la meca-
nica orbital en los que se basa el estudio realizado. Para ello, se repasaran
las leyes de Kepler, que definen el movimiento de los planetas, asi como las
leyes de Newton, a fin de establecer las bases del movimiento de un satélite.
Ademas, se expondran las propiedades de las conicas, para entender la geo-
metria del movimiento orbital, y se explicaran los sistemas de referencias
que se utilizaran en el trabajo. Por ultimo, se presenta un breve resumen
de la historia de las transferencias de baja energia.

Es importante mencionar que en el presente capitulo solo se presentaran
las leyes, formulas y ecuaciones del movimiento orbital, pero no se explicara
el proceso matematico para llegar a dichas expresiones, ni se demostraran
la validez de las mismas. El lector interesado en las demostraciones mate-
maticas puede consultarlas en la literatura [10], [11], y [12].

1.1. Leyes de Kepler

Durante muchos siglos, el movimiento planetario fue un misterio para las
mentes mas brillantes, debido a su complejidad y aparente anarquismo.
Muchos cientificos han dedicado su vida al estudio del comportamiento de
los objetos fuera de la Tierra. Entre todos ellos, dos cientificos destacan por
sus aportaciones a esta materia: Johhanes Kepler e Isaac Newton [10].

Johannes Kepler es responsable del nacimiento de la mecanica orbital tal y
como la conocemos hoy en dia, al enunciar a principios del siglo diecisiete
las tres leyes conocidas como “Leyes de Kepler”. Estas 3 leyes definen la
cinematica planetaria, y son la base del estudio de la mecanica orbital.
Estas tres leyes son las siguientes [11]:

1. Ley de las orbitas: “Los planetas se mueven a lo largo de trayectorias
elipticas con el Sol en uno de los _focos”
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2. Ley de las areas: “La razon de drea por el radio vector en movimiento
es constante en el tiempo”

3. Ley de los periodos: “La relacién del cuadrado del periodo de revolu-
cion de cada planeta al cubo del semieje mayor de su orbita es el mismo
para todos los planetas”

La primera ley de Kepler permite definir analiticamente la trayectoria de los
planetas usando la figura matematica de las conicas. Notese que, aunque
Kepler define las trayectorias como elipticas, mas adelante Newton demos-
traria que las orbitas parabolicas e hiperbolicas también son posibles [10,
pp- 110]. La expresion que define la posiciéon de un planeta con respecto al
Sol (situado en uno de los focos de la elipse) es [11, pp. 41]:

a(l —e?)
T_1+e-cos(«9)’ (1.1
donde r es la distancia entre el planeta y el Sol, a es el semieje mayor de
la elipse, ¢ es la excentricidad de la elipse, 6 es el angulo que forma el
vector Sol-Planeta con el vector Sol-Perigeo (siendo el perigeo el punto de
la orbita mas cercano al Sol). En la seccion 1.3 se explicara mas sobre las
propiedades de las conicas.

Esta primera ley de Kepler define la trayectoria geométrica de los planetas,
mientras que la segunda ley de Kepler determina la tasa de movimiento de
dicho planeta, estableciendo que el area barrida por el vector Sol-Planeta
debe ser constante [13]. De esta manera, se fija la velocidad a la que se
traslada el planeta en cada instante. Esta segunda ley se puede describir
matematicamente de la siguiente manera [11, pp. 42]:

dA 1 o,

2 22 = 1.2

7 2T 0 = cte, (1.2)
donde A define el area barrida por el vector Sol-Planeta. Esta ley, por tanto,
ayudara a calcular la velocidad a la que viaja un planeta segun el punto de
la orbita en el que se encuentre.

La tercera ley de Kepler define la relacion entre el tamarno de la orbita del
planeta y el tiempo que tarde en recorrer la orbita completa [11, pp. 44].
Esta ley se puede expresar matematicamente de la siguiente manera, donde
T es el periodo de la orbita:

3
— = cte. (1.3)

Esta expresion establece una relacion entre el tamano de una orbita y el
tiempo que tarda en recorrer dicha orbita.

Aunque estas 3 leyes fueron definidas originalmente para explicar el mo-
vimiento planetario, su aplicacion se puede extender a cualquier tipo de
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objeto que orbite en torno al Sol o en torno a otro planeta, como es el caso
de los satélites, ya sean naturales (como la Luna) o artificiales (los creados
por el hombre). Es por esta razon que el estudio de estas leyes es de utilidad
para el desarrollo del presente documento.

1.2. Ley de gravitacion de Newton

Las leyes de Kepler fueron un hito muy importante en el camino hacia la
comprension de la mecanica orbital, ya que describen la geometria de las
orbitas. Sin embargo, las leyes de Kepler no llegan a proponer una expli-
cacion al origen (la dinamica) de dicho movimiento [10, pp. 113]. Dicha
explicacion fisica no llegara hasta medio siglo después, con Isaac Newton
y su ley de gravitacion universal. Antes de llegar a ella, a finales del siglo
diecisiete, Isaac Newton enunci6 sus famosas 3 leyes del movimiento, que
son las siguientes [12, pp. 11]:

1. “Todo cuerpo contintia en su estado de reposo, o de movimiento uniforme
en linea recta, a menos que se vea obligado a cambiar de estado por
fuerzas que actiien sobre él.”

2. “El cambio de movimiento es proporcional a la fuerza motriz ejercida y
se realiza en la direccion de la linea recta en la que se encuentra dicha
Jfuerza”

3. “A toda accion se opone siempre una reaccion igual, o bien, las acciones
reciprocas de dos cuerpos entre si son siempre iguales y dirigidas a
partes contrarias.”

Junto a estas tres famosas leyes, escribio la conocida Ley de Gravitacion
Universal, que define la base fisica del movimiento orbital. Esta ley establece
que un cuerpo de masa m; ejerce una fuerza gravitatoria sobre un cuerpo de
masa ms que actua a lo largo de la linea que une los centros de sus masas,
y que es proporcional al producto de las masas e inversamente proporcional
al cuadrado de la distancia que separa sus centros [11]. Esta ley se expresa
matematicamente de la siguiente manera:

Fy=-gM T (1.4)

72 r

donde fg es la fuerza gravitatoria producida, 7 es el vector que une el centro
de ambos cuerpos, y G es la constante de gravitacion universal, que tiene
un valor de 6.67 - 107" Nm?/kg.

Esta expresion sera la base para deducir las ecuaciones del problema de
los tres cuerpos, ya que durante una trayectoria extra-planetaria, las uni-
cas fuerzas que experimentara el satélite seran la fuerza gravitatoria de los
cuerpos cercanos. En nuestro caso, el satélite que estudiemos estara bajo
los efectos de tres fuerzas gravitatorias: El Sol, la Luna, y la Tierra.
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1.3. Propiedades de las conicas

Como se ha visto, las leyes de Kepler definen que el movimiento orbital
responde a la geometria de una conica, y por lo tanto, es de especial interés
estudiar en detalle las propiedades y caracteristicas de este grupo de curvas
geométricas para entender el comportamiento orbital de los satélites.

Las conicas son las curvas resultantes de la interseccion de un cono con
diferentes tipos de planos. Estas figuras geométricas que se pueden definir
matematicamente como “el lugar geométrico de los puntos tales que la razon
de sus distancias a un punto fijo, foco, y a una recta también fija, directriz,
es una constante e >0, que llamaremos excentricidad” [10, pp. 110]. Exis-
ten 3 tipos de conicas, que se definen segun el valor de su excentricidad,
conocidas como “elipse”, “parabola” e “hipérbola”. Notese que el circulo es
un tipo de elipse, con excentricidad nula. A continuacion se explicaran las
propiedades generales de las tres conicas:

Elipses

Las elipses son conicas con excentricidad entre cero y uno. La elipse se ca-
racteriza por tener un valor maximo y minimo de distancia con respecto a
los focos, conocidos como apogeo y perigeo respectivamente [10, pp. 111].
La Figura 1.1 muestra un esquema de una elipse, con las principales dis-
tancias mas caracteristicas, donde los puntos F'y I’ son los focos. En la
figura se observan las distancias a y b, que son el semieje mayor y el semieje
menor respectivamente, ¢, que es la distancia entre el foco y el centro, y r,,
que es el radio del perigeo.

—
=
Pl

Figura 1.1: Dibujo esquematico de una elipse [10]

Matematicamente, una elipse se puede describir a partir de la siguiente
ecuacion, que define la distancia entre cualquier punto de la curva y el
foco (r) a partir de dos constantes propias de la elipse y el angulo 6 (angulo
formado entre el vector 7y el vector que une el foco y el perigeo) [11, pp. 41].

Pagina 8 de 141



TFM - 2023 1.3. Propiedades de las conicas

_ p
"= 1+e-cos(6)’ (1.5)

donde e es la excentricidad de la elipse y p es un parametro conocido como
“Semilado Recto” (a veces llamado “semiparametro”), que se define de la
siguiente manera [12, pp. 17]:

Y e (1.6)
p—g—w(—e). .

A partir de la ecuacion de la elipse se puede calcular facilmente la distan-
cia maxima y minima de la trayectoria (perigeo y apogeo respectivamente)
usando las siguientes expresiones [10, pp. 111]:

5 (1.7)

(1.8)

donde r, es la distancia entre el foco y el punto mas cercano de la trayec-
toria (conocido como perigeo), mientras que r, es la distancia entre el foco
y el punto mas alejado de la trayectoria (conocido como apogeo). La excen-
tricidad es unacaracteristica propia de la elipse, que puede ser calculado si
se conocen dos de los tres parametros a, b 0 ¢, usando una de las siguientes
ecuaciones [13, pp. 11]:

JE—R

a

(1.9)

C
eCc = — =
a

El radio del perigeo y del apogeo también se puede expresar a partir del
semieje mayor, en lugar de usar el semilado recto, con las siguientes expre-
siones, que pueden resultar mas sencillas [10, pp. 111]:

r, =a(l—e), (1.10)

ro =a(l+e). (1.11)

Todas estas estas expresiones nos permiten definir la posicion de un saté-
lite que se encuentre orbitando un planeta, o una estrella, conociendo las
constantes que definen sus orbitas.

Con estas expresiones, también se puede definir la posicion de un punto
de la elipse en coordenadas cartesianas usando la siguiente formula [10,

pp- 111]:
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_ p-senf
y= 1+e-cosf

_ p-cost

xr c+ 1+4-e-cosf } (1 ) 12)
La elipse sera la figura geométrica mas comun en trayectorias orbitales en
torno al Sol, la Tierra o la Luna. En estos casos, el centro del cuerpo pla-
netario se situa en el foco de la elipse, de manera que la distancia entre el
satélite y el planeta varia al trasladarse dentro de la orbita. Existiran orbitas
circulares, que sera conceptualmente iguales que las elipticas solo que con
excentricidad nula (y por lo tanto, el radio en el perigeo y en el apogeo seran
iguales).

La Figura 1.2 muestra el ejemplo de una orbita eliptica en torno a la Tierra.
Se puede observar que la Tierra esta situada en uno de los focos, mientras
que el centro de la elipse y el segundo foco son puntos meramente matema-
ticos. Los vectores 7y ¢ de la imagen representan la posicion y la velocidad
del satélite que se encuentra en dicha orbita. Junto a la imagen se pueden
consultar los valores de la elipse que forman la trayectoria representada.

31891

e=0.6

a=31,890 km
p=20,410 km

r =12,756 km

rﬁ = 51,024 km
B=25512 km
c=19134 km (0

-31891 ——
—57403 0.0 25512 km

Figura 1.2: Representacion de una orbita eliptica en torno a la Tierra
[12]

Es importante mencionar que existen otros parametros caracteristicos de
las trayectorias orbitales, como pueden ser la anomalia verdadera, anomalia
excéntrica, la anomalia media, o el angulo de la trayectoria de vuelo, que
pueden resultar utiles a la hora de realizar calculos orbitales, pero que no
explicaremos en detalle en el presente apartado, ya que no son propiedades
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de la propia conica. De especial interés podrian ser la anomalia excéntrica
y la anomalia media, ya que fueron utilizadas por Kepler para formular la
Ecuacion de Kepler, que impone la siguiente relacion:

E —e-sen(E)= M, (1.13)

donde E es la anomalia excéntrica y M es la anomalia media. Se puede
consultar mas sobre estos angulos, la ecuacion de Kepler, y su utilidad en
la mecanica orbital en [11, pp. 46].

Parabolas

La parabola es una conica en la que la excentricidad vale exactamente la
unidad. Es facil deducir que si la excentricidad vale uno, el valor del radio en
el apogeo tiende a infinito, por lo que el apogeo estara situado en el infinito
(es decir, la distancia con respecto al foco aumenta constantemente). Por
otro lado, si existira perigeo (distancia minima al foco) que tendra el valor
de p/2.

e=1

Parabola = =0 (1.14)
Ty = OO
T, =p/2

Es posible definir la posicion de un satélite en coordenadas cartesianas en
orbita parabdlica con la siguiente expresion [10, pp. 112]:

__ p-send
y= 1+cosf

r =2 + p-cosf)
2 1+cosb } (1 15)
Notese que, al contrario que en la elipse, el segundo foco esta situado en el
infinito [12, pp. 17]. Ademas, el valor del semieje mayor (a) también tiende
a infinito. La parabolas también se pueden expresar matematicamente con
la siguiente ecuacion:

y? = 2px. (1.106)

La Figura 1.3 muestra un dibujo esquematico de una orbita parabdlica, en
la que se muestra el caracter “abierto” de su geometria. Se puede observar
que el segundo foco esta situado en el infinito. A la izquierda de la imagen
se muestran los parametros caracteristicos de la parabola dibujada.

Debido a las propiedades geométricas de una parabola, un satélite que quie-
ra orbitar en torno a un planeta no presentara una trayectoria parabdlica,
debido a que la distancia con respecto a dicho planeta aumentaria cons-
tantemente. La unica excepcion sera para adquirir trayectorias de escape,
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o maniobras de asistencia gravitacional, en las que la orbita tenga como
proposito alejarse continuamente del planeta.

10.0
v
e=1.0 7
{I = co T F p
p=125512 km 7
r, = 12,756 km 0.0
= F F
+ -
- r
L P
-10.0 1 —1—1 L —— F—
~12.0 0.0 8.0
Figura 1.3: Representacion de una orbita parabdlica en torno a la Tie-
rra [12]
Hipérbolas

Las hipérbolas son conicas con una excentricidad mayor que la unidad. Al
igual que con las parabolas, no poseen apocentro, por lo que se las conside-
ra curvas abiertas (tienden a alejarse continuamente del foco). La expresion
de la posicion de un satélite en orbita hiperbolica en coordenadas cartesia-
nas es la siguiente [10, pp. 113]:

1+e-cosf
__ p-senf

Yy = 1+e-cosf

r=a-e+ p-cosb
(1.17)

Las hipérbolas también pueden expresarse matematicamente a través de la
siguiente expresion:

r_Y (1.18)
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Una de las diferencias con respecto a la parabola es que la hipérbola si
tiene dos focos, al igual que la elipse, y que el valor del semieje mayor en
lugar de tender a infinito, tiene un valor negativo. Ademas, las ramas de la
hipérbola presentan un caracter asintoético. Sin embargo, al igual que con
las parabolas, las hipérbolas son curvas abiertas (es decir, no presentan
repetitividad [12, pp. 18]) por lo que el uso de una orbita hiperbdlica se
limita a las maniobras de escape o las asistencias gravitacionales.

14.0
e=5.0 T
a=-3,189 km 4
p=176,536 km - y
r, = 12,756 km 0.0 7 >
1 /
1 —a
-14.0 | I | 1 | I | I | / | I | F T I T F |
-10.0 0.0 10.0

Figura 1.4: Representacion de una o6rbita hiperbdlica en torno a la Tie-
rra [12]

La Figura 1.4 muestra un dibujo esquematico de una oOrbita hiperbolica. Se
puede observar que existen dos focos, al igual que en la elipse, aunque el
valor del semieje mayor es negativo. También se observa el caracter asinto-
tico de las ramas de la conica, cuya pendiente dependera de la excentricidad
de la hipérbola (en este caso, de cinco). Los parametros caracteristicos de
la hipérbola se pueden consultar a la izquierda de la imagen. Notese que
aunque en la imagen aparecen las dos ramas de la hipérbola por fidelidad
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matematica, la trayectoria del satélite solo seguira una de las dos ramas.

1.4. Problema de los dos cuerpos

Una vez conocidas las leyes de Kepler y las de Newton, se puede definir ma-
tematicamente el comportamiento de dos cuerpos que se encuentran bajo la
influencia mutua de la fuerza gravitatoria. Este estudio se denomina “Pro-
blema de los dos cuerpos”, y pretende predecir el movimiento de un cuerpo
unicamente bajo la influencia gravitatoria de un segundo basandose en los
descubrimientos de Kepler y Newton [12, pp. 20]. Entender la dinamica
del comportamiento del problema de dos cuerpos nos servira de base para
poder analizar el problema de los tres cuerpos mas adelante.

En primer lugar hay que comprender la importancia de la primera ley de
Newton en el estudio del problema de los dos cuerpos. Antes de que Newton
demostrase su primera ley, el pensamiento general era que los objetos ten-
dian a reducir su velocidad con el tiempo. El conocimiento de que un objeto
podia mantener su velocidad indefinidamente si ninguna fuerza actiua sobre
€él, fue revolucionario [12].

La segunda ley de newton establece una relacion entre la fuerza que se
ejerce sobre un objeto y la variacion en su velocidad. Esta relacion se puede
expresar matematicamente de la siguiente manera:

_ dv
YF=m-—. 1.19
me— ( )

Esta ley, expresada vectorialmente, en realidad representa tres ecuaciones,
ya que esta igualdad debe respetarse en cada una de las direcciones carte-
sianas. De esta manera, conociendo las fuerzas que actian sobre un cuerpo
en cada direccion, es posible calcular el movimiento de dicho cuerpo con el
tiempo. La expresion para calcular la fuerza gravitatoria sobre un objeto
también se la debemos a Newton, tal y como se vio anteriormente.

Es importante entender que, para resolver el problema de los dos cuerpos,
es necesario realizar algunas hipotesis. En primer lugar, en este problema
asumimos que no existen mas fuerzas sobre el cuerpo estudiado, mas alla
de la gravitatoria del segundo cuerpo considerado. Esto no es realista, ya
que siempre existiran otras fuerzas que actuen sobre €l. Sin embargo, cuan-
do se encuentra orbitando un cuerpo de suficiente tamano, como el caso de
un satélite al rededor de la Tierra, estas otras fuerzas son muy pequenas
comparadas con la atraccion gravitatoria del planeta. En segundo lugar, pa-
ra resolver el problema de los dos cuerpos, asumiremos que la masa de los
dos cuerpos son constantes. Esto tampoco es estrictamente cierto en todos
los casos, especialmente si los satélites consumen combustible durante la
mision. Sin embargo, a fin de simplificar el estudio del problema, se asumi-
ra que ambas masas son constantes. En tercer lugar, asumiremos que una
de las masas es considerablemente mayor que la otra. Aunque esto puede
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no ser cierto en algunos casos, en el tema de estudio que nos concierne (un
satélite al rededor de la Tierra), esta hipotesis es absolutamente valida. En
ultimo lugar, se utilizara un sistema de coordenadas inercial.

A fin de comprender mejor la resolucion del problema de los dos cuerpos,
tomaremos como ejemplo que los dos cuerpos estudiados son La Tierra y el
satélite, a pesar de que los resultados obtenidos pueden ser extrapolables a
cualquier conjunto de cuerpos que cumplan con las hipétesis previamente
mencionadas, como pueden ser el Sol y la Tierra.

Como se ha visto, la fuerza gravitatoria que actiua sobre el satélite debido a
la presencia de la Tierra se puede expresar como.

F= G M (C> , (1.20)

72 r

donde m; y ms; son las masas de la Tierra y del satélite, i es el vector que
une los centros de la Tierra y del satélite, y r es la distancia entre los centros
de la Tierra y el satélite. Utilizando la segunda ley de Newton, podemos
expresar la aceleracion que sufrira el satélite de la siguiente manera [12,

pp- 23]:

o Gt Mhea) <5> (1.21)
T r

Es posible simplificar la formula asumiendo que la masa del satélite es mu-

cho menor que la masa de la Tierra, y utilizando la constante x,, conocida

como “Parametro Gravitacional estandar de la Tierra”, que se calcula de la

siguiente manera y;, = G - m;. De esta forma, la aceleracion que experimenta

el satélite se puede expresar como:

o <f) (1.22)

Esta ecuacion define la aceleracion que sufrira el satélite en cada punto de
la orbita en torno a la Tierra. Para definir la trayectoria del satélite y su
posicion en ella, se pueden usar varios métodos, como por ejemplo utilizan-
do el vector de estado, o utilizando los elementos orbitales clasicos. Para
entender la relacion entre la posicion del satélite y su velocidad, se puede
optar por definir el momento angular del satélite (h), de la siguiente manera:

h=7x7=cte. (1.23)

El valor del momento angular del satélite sera constante en todo punto de
la orbita [12, pp. 24]. Notese que este momento angular en realidad es un
momento angular especifico, ya que no tiene en cuenta la masa del satélite.
Al ser un producto vectorial entre dos vectores coplanares, el vector del
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momento angular sera perpendicular al plano de la o6rbita. El modulo del
momento angular es falimente caluclable usando la posicion y velocidad de
un satélite en su apogeo o perigeo, ya que en estos puntos los vectores de
posicion y velocidad son perpendiculares:

h=ry vq="1p vy, (1.24)

donde los sufijos a y p en esta ecuacion responden al valor en el apogeo y en
el perigeo. El valor de la energia mecanica especifica del satélite (¢) se puede
calcular también a partir de las siguientes dos ecuacion [12, pp. 26]:

[ (1.25)

Se puede observar que el valor de la energia mecanica del satélite es cons-
tante a lo largo de toda la orbita (asumiendo la inexistencia de perturbacio-
nes). Esta energia tendra un valor diferente si es una orbita eliptica, parabo-
lica o hiperbolica: En el caso de las orbitas elipticas, la energia mecanica del
satélite tendra un valor negativo; en las orbitas hiperbdlicas, tendra un va-
lor positivo; y en el caso de las orbitas parabolicas, valdra cero [12, pp. 33].
A partir de la definicion de la energia mecanica se puede calcular la veloci-
dad que tendra un satélite en cada punto de la 6rbita a partir de la siguiente
ecuacion:

v =4/ i (2—1) (1.206)

Se aprecia que el valor de la velocidad del satélite solo dependera de su
posicion, que puede ser calculada a partir de las ecuaciones de una elipse.
A partir de la segunda ley de Kepler vista anteriormente también se puede
calcular el tiempo que tardara el satélite en efectuar una o6rbita completa
(1), que respondera a la siguiente expresion [12, pp. 30], que como puede
observarse, solo depende del tamano de la orbita:

a3
T =2my|—. (1.27)
Ht

También es interesante ver como, en el caso de las orbitas parabolicas, dado
que la energia es nula, la velocidad del satélite respondera a la siguiente
ecuacion [12, pp. 33]. Esta velocidad también se define como la “Velocidad
de Escape”, ya que a partir de esa velocidad, la orbita sera parabdlica o
hiperbolica, ambas conicas abiertas:

Vese = ,/@. (1.28)
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Las formulas matematicas expuestas en esta seccion permiten definir la
posicion y la velocidad de un satélite orbitando la Tierra en todo momen-
to, ademas de dar la informacion sobre su energia, periodo y velocidad de
escape. Sin embargo, estas férmulas solo seran validas si se cumplen las hi-
potesis mencionadas, y sobretodo, si solo existe un unico cuerpo que ejerza
su fuerza gravitatoria sobre el satélite. Sin embargo, la realidad es que sobre
el satélite actian muchas fuerzas, ademas de la atraccion gravitatoria del
cuerpo primario. El efecto de las demas fuerzas involucradas, asi como las
correcciones necesarias por haber impuesto hipotesis restrictivas, se tienen
en cuenta en la forma de perturbaciones.

Una perturbacion es “cualquier efecto que causa una desviaciéon en la érbita
kepleriana teodrica” [14]. A la hora de modelizar el movimiento de un saté-
lite, cuantas mas perturbaciones se tengan en cuenta, mas realista sera el
modelo desarrollado. Algunas de las perturbaciones que se suelen tener en
cuenta a la hora de definir modelos orbitales son las siguientes [14]:

» Friccion atmosférica, debido a la fuerza aerodinamica de las capas su-
periores de la atmosfera sobre un satélite que orbita a baja altitud,
provocando decaimiento orbital.

= Heterogeneidad del campo gravitacional, debido a la no esfericidad de
la Tierra (achatamiento terrestre), causando que la gravedad no sea
constante en toda la orbita, a pesar de mantener la distancia respecto
al centro de la Tierra constante.

= Presion por radiacion solar, debido a la fuerza que ejerce la radiacion
solar sobre la superficie del satélite.

» Atraccion gravitatoria de otros cuerpos, debido a la presencia constan-
te de otros cuerpos celestes, como la Luna o el Sol, que ejercen una
fuerza gravitatoria considerable sobre el satélite si la distancia respec-
to a la Tierra es suficientemente elevada.

La ultima perturbacion es de especial interés en este trabajo, debido a las
elevadas distancias respecto a la Tierra que se deben obtener para situar el
satélite en el punto L4. Debido a ello, el satélite estudiado se vera afectado
no solamente por la gravedad de la Tierra, sino también por la gravedad de
la Luna y del Sol. El efecto de la atraccion gravitatoria del Sol y la Luna se
puede introducir en el modelo orbital como perturbaciones, si dicho efec-
to es pequeno. Sin embargo, si el efecto de la atraccion gravitatoria solar
y lunar son suficientemente grandes, una mejor aproximacion consiste en
utilizar un modelo matematico que incluya dichas fuerzas, en lugar de in-
troducirlas en forma de perturbaciones. El modelo matematico en cuestion
es el problema de los n cuerpos, tal y como se vera en la seccion 1.5.
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1.5. Problema de los n cuerpos

La resolucion del problema de los dos cuerpos nos proporciona las formulas
necesarias para calcular la posicion, trayectoria, velocidad y aceleracion de
un satélite orbitando un unico cuerpo, como puede ser la Tierra. Esta es la
situacion mas simplificada, ya que en realidad existen otros muchos efec-
tos que intervienen en el movimiento orbital. Por tanto, es posible realizar
una aproximacion mas realista considerando la influencia de un segundo
o tercer cuerpo. Es asi como nace el problema de los n cuerpos, en don-
de “n” hace referencia a un numero indeterminado de cuerpos celestes que
aplican su influencia sobre el satélite. Aunque matematicamente n puede
tomar cualquier valor arbitrario, la realidad es que el numero de cuerpos
celestes que influyen de forma apreciable en la trayectoria de un satélite
es reducido. En nuestro caso, por ejemplo, n sera igual a cuatro, ya que
nuestro problema incluye la presencia de la Tierra, la Luna, y el Sol.

Es importante empezar mencionando la necesidad de introducir un sistema
de referencia inercial en el problema de los n cuerpos. En el caso anterior,
cuando solo teniamos dos cuerpos, asumiamos que el cuerpo primario (por
ejemplo, la Tierra) se comportaba de manera inercial. Sin embargo, al asu-
mir la existencia de multiples cuerpos, dichos cuerpos ejerceran su fuerza
gravitatoria entre ellos, por lo que no pueden considerarse inerciales. Es por
ello que para calcular la aceleracion de un satélite bajo la influencia de va-
rios cuerpos necesitamos utilizar un sistema de referencia inercial externo
a los cuerpos en cuestion [12, pp. 34].

La aceleracion que experimentara el satélite debido a la influencia de los n
cuerpos se puede expresar como un sumatorio, de la siguiente manera [12,
pp- 35I:

n
Ti:_GZ_gjrji Tjg =Ty =T z:l,...n (129)
- re.
Jj=1 Ju
i
donde los sufijos i y j hacen referencia a todos los cuerpos involucrados.
Es posible calcular la aceleracion usando como origen de coordenadas el
cuerpo primario (que podria ser, por ejemplo, la Tierra, o el Sol). Denotare-
mos este cuerpo primario con el sufijo 1. La aceleracion sobre el satélite con
respecto al cuerpo primario se puede expresar de la siguiente manera [12,

pp- 35I:

— n — —
R G(ml + msat)rlsat z : Tsatj 15
Tlsat = — 3 + G m] 3 - 3

Tsat =3 Tsatj le

Con esta ecuacion se puede calcular la aceleracion del satélite independien-

temente de los cuerpos que actuian sobre €l, usando un cuerpo primario
(como la Tierra) como referencia.
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Otra opcion es usar como referencia el baricentro entre los cuerpos, es-
pecialmente si solo se tienen en cuenta tres cuerpos. El baricentro es el
centro de masas de los cuerpos que se estan estudiando. En la Figura 1.5
se muestra una representacion de este sistema de coordenadas, usando co-
mo ejemplo el sistema Tierra-Luna-Satélite, donde los vectores XY Z hacen
referencia al centro inercial, mientras que XzY5Zp hacen referencia al cen-
tro de coordenadas del baricentro. Se puede observar que el baricentro es
un punto medio entre la Tierra, la luna y el satélite. Esto es de especial
importancia si tenemos en cuenta que la masa del satélite es despreciable
frente a la masa de la Tierra o la Luna, por lo que el baricentro se situara
en un punto de la recta que une los centros de la Tierra y la Luna.

Figura 1.5: Geometria de la ecuacion de movimiento respecto al bari-
centro [12]

Utilizando el baricentro (B) como centro de coordenadas, la aceleracion del
satélite respecto al baricentro se podria expresar como

".:.)Bsat - %sat - FB (130)

Pero como la aceleracion del baricentro es nula, debido a la conservacion
de momento lineal [12, pp. 36], se puede concluir que las ecuaciones de
movimiento del satélite respecto al baricentro son inerciales. Por esta ra-
zon, se usara el baricentro Tierra-Luna como origen de coordenadas para el
estudio del movimiento del satélite en el presente documento.

A partir de esta informacion es posible calcular el valor de la aceleracion del
satélite en sistemas de tres cuerpos o cuatro cuerpos, de manera numerica.
El desarrollo de este calculo se vera en detalle en el capitulo 2.
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1.6. Esfera de influencia terrestre

Al estudiar el problema de los n cuerpos puede surgir la siguiente duda:
En qué momento pasamos de usar el problema de los dos cuerpos al pro-
blema de los n cuerpos?. Esta duda es coherente, ya que en realidad, desde
el punto de vista extrictamente matematico, cualquier objeto esta bajo la
influencia gravitatoria del Sol, la Luna, y los demas planetas en todo mo-
mento. Sin embargo, nuestro sentido comun nos indica que la influencia
gravitatoria de Neptuno sobre un satélite geoestacionario es practicamen-
te nula y completamente despreciable. A fin de responder a esta duda, se
definen las esferas de influencias.

La esfera de influencia (SOI) de un cuerpo central es una esfera imagina-
ria dentro de la cual la gravedad producida por dicho cuerpo es la fuerza
principal que actua sobre las ecuaciones de movimiento [12, pp. 26]. Fuera
de esta esfera, la presencia de otros cuerpos tienen un papel relevante en
las ecuaciones de movimiento. Esta esfera de influencia es importante en
el estudio del presente documento, ya que impondra la barrera a partir de
la cual hay que pasar de utilizar el problema de los dos cuerpos, a usar
formulas que tengan también en cuenta la presencia del Sol y de la Luna.
Es decir, dentro de la esfera de influencia terrestre, el uso de las ecuaciones
del movimiento obtenidas a través del problema de los dos cuerpos seran
suficientes para definir el comportamiento de un satélite, ya que el efecto
gravitatorio de otros cuerpos (como el Sol o la Luna) seran tan pequenos en
comparacion con el de la Tierra que se consideran despreciables. Por otro
lado, fuera de la esfera de influencia terrestre, el valor de la fuerza gravita-
toria terrestre se reduce lo suficiente como para que la fuerza gravitatoria
causada por otros cuerpos (como el Sol o la Luna) sean de suficiente re-
levancia como para que las ecuaciones de movimiento obtenidas a través
del problema de los dos cuerpos no sean validas, y haya que pasar a uti-
lizar ecuaciones de movimientos obtenidas a partir del problema de los n
CUEerpos.

Para entender este concepto, a continuacion se muestra el ejemplo de una
transferencia de un satélite entre la Tierra y Marte [12, pp. 946]. La Figura
1.6 muestra una grafica en la que se representa el valor de la aceleracion
gravitacional sobre un satélite debido a la influencia del Sol, la Tierra y
Marte, a lo largo de una trayectoria que se aleja de la Tierra y se acerca a
Marte. Notese que el eje de ordenadas esta en escala logaritmica. Se puede
observar como la aceleracion debido a la presencia solar se mantiene mas
o menos constante a pesar de la distancia, mientras que el valor de la ace-
leracion gravitacional debido a la Tierra o a Marte dependen mucho de la
distancia, de manera que durante la mayor parte de la trayectoria el satélite
solo se encuentra bajo la influencia solar, exceptuando los primeros dias de
la transferencia y los ultimos.

La Figura 1.7 muestra el detalle de los primeros dias de la transferencia,
en la que se puede ver claramente la comparacion entre la influencia de la
aceleracion gravitatoria terrestre y solar con la distancia. Se puede observar
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Figura 1.6: Aceleracion gravitatoria debido a la Tierra, el Sol y Marte,
de un satélite en transferencia a Tierra-Marte [12]

como en las proximidades de la Tierra, la aceleracion debido a la influen-
cia terrestre es mucho mayor que la solar, sin embargo, al alejarse de la
Tierra la aceleracion gravitatoria debido a la influencia terrestre disminuye
drasticamente, mientras que la solar se mantiene constante, de forma que
poco después de iniciar la transferencia, la presencia solar es suficiente-
mente importante como para tener que utilizar las ecuaciones del problema
de los tres cuerpos. Sin embargo, por encima de cierta distancia, la influen-
cia terrestre es tan pequena en comparacion a la solar que se puede volver
a utilizar las ecuaciones de movimiento del problema de los dos cuerpos
utilizando unicamente al Sol como cuerpo principal.
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Figura 1.7: Detalle de la esfera de influencia de la Tierra [12]

Es por esta razon que, a partir de cierta distancia a la Tierra, es necesario
utilizar las ecuaciones de movimiento del problema de los n cuerpos. Esta
distancia no es fija, y dependera del grado de exactitud que se quiera en
los resultados. Una alternativa cuando un satélite esta cerca de la frontera
del SOI es introducir el efecto solar como perturbacion, pero seguir usando
las ecuaciones del problema de los dos cuerpos. Seria posible establecer un
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orden de magnitud del error admisible, y calcular una distancia respecto a
la Tierra a partir de la cual se pasase de usar unicamente las ecuaciones
del problema de los dos cuerpos usando el sistema Tierra-Luna a usar el
problema de los n cuerpos, anadiendo la presencia del Sol y de la Luna.

Sin embargo, en el presente estudio se ha decidido que se usara en todo
momento las ecuaciones del problema de los n cuerpos, principalmente por
que asi reducimos la complejidad del codigo utilizado sin afectar a la cali-
dad de los resultados, con una penalizacion en tiempo computacional muy
reducida, ya que el porcentaje de tiempo que el satélite pasa en las cerca-
nias de la Tierra es muy pequeno con respecto al tiempo que pasa alejado
de la Tierra. La unica excepcion sera en la orbita circular de aparcamien-
to en la que comenzara el satélite (como se vera en la seccion 3.2), ya que
debido a su corta distancia a la Tierra, se considerara que en dicha orbita
se cumplen las ecuaciones del movimiento orbital del problema de los dos
cuerpos, despreciando el efecto de la perturbacion solar y lunar sobre el
satélite mientras se encuentre en la orbita de aparcamiento. Sin embargo,
durante el resto de la transferencia se utilizaran las ecuaciones del proble-
ma de los n cuerpos, tal y como se describiran en el capitulo 2.

1.7. Sistemas de referencia tipicos

A la hora de estudiar la mecanica orbital, es muy importante definir clara-
mente el sistema de referencia, a fin de que los calculos y los resultados
sean coherentes. La eleccion del sistema de referencia utilizado es delicado,
ya que dependera del tipo de mision que se vaya a efectuar y las hipotesis
que se vayan a asumir. Para determinar cual se usa, es necesario establecer
el centro de coordenadas y los 3 ejes (que denominaremos O,, O,, y O,) que
definiran las coordenadas cartesianas (o polares, si fuese el caso). Ademas,
habra que establecer si el sistema utilizado es inercial. A continuacion se
enumeran algunas de los principales sistemas de referencia que se suelen
utilizar en mecanica orbital. No se entrara en detalle de como esta definido
cada uno. Para facilitar la comprension, se utilizara la Tierra como ejemplo
de cuerpo primario, pero debe recordarse que estos sistemas de referencia
se pueden usar con el Sol, la Luna, o cualquier otro cuerpo como centro
de coordenadas. Mas informacion al respecto puede consultarse en [10,
pp- 146]:

= Sistema espacial: Sistema de referencia inercial con el centro de coor-
denadas en el centro del cuerpo primario (por ejemplo, la Tierra), y los
ejes segun direcciones el, e2 y e3, con el y e2 con direccion ecuatorial,
y el vector e3 perpendicular a los dos anteriores. En este sistema, para
definir la posicion del satélite se utilizan los angulos de ascension rec-
ta y declinacion, ademas de la distancia con respecto al centro de la
Tierra.

= Sistema nodal-espacial: Similar al anterior, pero sustituyendo la di-
reccion del eje O, por la direccion de la linea de nodos (/). Este sistema
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es analogo a aplicarle un giro al sistema espacial en torno al vector ej

= Sistema nodal: Similar al anterior, pero con el eje O, coincidiendo
con la direccion del momento angular terrestre (n). Este sistema de
referencia es analogo a aplicar un giro sobre el vector | que habiamos
obtenido en el sistema nodal-espacial.

» Sistema apsidal: Similar al sistema nodal, pero utilizando la linea de
los apsides para el eje O, en lugar de la linea de los nodos, mantenien-
do la direccion de n para el eje O,.

= Sistema orbital: Este sistema, al contrario de los anteriores, no es
inercial, sino que el eje O, se fija en la direccion radial (es decir, en la
direccion que une el centro de la Tierra y el satélite). O, se mantiene
en la direccion de n. De esta manera, la posicion del satélite siempre
sera (r,0,0).

= Sistema de Frenet: Sistema no inercial en el que el plano O, siempre
coincide con el plano del movimiento, y que el eje O, coincide con la
direccion de la velocidad.

Sin embargo, ninguno de estos sistemas de referencia nos beneficia en
nuestro estudio del comportamiento del satélite por diversas razones. La
principal es la hipotesis de que el satélite se movera siempre en el plano
que forma la orbita lunar. Esta hipotesis se basa en el hecho de que cual-
quier aceleracion del satélite en la direccion perpendicular al plano orbital
lunar no contribuira a acercar al satélite al punto L4, ya que este punto
orbita la Tierra en el mismo plano que la orbita lunar (se hablara mas deta-
lladamente de este tema en el capitulo 2). Por ello, en el estudio de la mision
que nos concierne en el presente documento, asumiremos que todo el mo-
vimiento del satélite se produce en el plano. En segundo lugar, tal y como
se vio en el apartado anterior, nos resulta conveniente utilizar el baricentro
Tierra-Luna como centro de coordenadas. Es por ello que para el estudio de
nuestro problema utilizaremos un sistema de coordenadas que se adapte
mejor a las necesidades de nuestra mision. Este sistema de coordenadas se
explicara detalladamente en la seccion 2.5.

1.8. Transferencia de Hohmann

A la hora de analizar posibles transferencias orbitales entre dos puntos en
el espacio, es conveniente mencionar la transferencia de Hohmann, ya que
esta representa la manera mas eficiente para trasladar un satélite entre
dos orbitas coplanarias [7]. La transferencia de Hohmann se obtiene unien-
do dos arcos conicos diferentes, definidos dentro de dos problemas de dos
cuerpos, y se considera que solo una atraccion gravitatoria actuia sobre ca-
da tramo [9]. De esta manera, seria posible (y sencillo) transferir un satélite
desde una orbita cercana a la Tierra a la orbita objetivo usando una orbita
eliptica intermedia, que es tangente a la orbita original y a la orbita objetivo
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en los dos puntos en los que se produce los impulsos instantaneos, que
deberan ser el apogeo y el perigeo de las orbitas.

La transferencia de Hohmann es altamente conocida gracias a su eficiencia
y sencillez. Al estar basada unicamente en el problema de los dos cuerpos
(asumir que solo existe influencia gravitacional de un solo cuerpo), permite
calcular los parametros de la transferencia de una manera sencilla, hasta
el punto de que puede realizarse los calculos a mano. Para ello, solo es
necesario utilizar las ecuaciones que definen la velocidad de un satélite
segun su posicion y las propiedades de la elipse en la que se encuentren.

Como se ha visto, la formula que define la velocidad de un satélite orbi-
tando en una orbita eliptica en el problema de los dos cuerpos depende
directamente de la posicion del satélite, de la masa del cuerpo principal, y
del tamano de la orbita en la que se encuentre el satélite. En otras palabras,
el tamano de la orbita eliptica que vaya a recorrer un satélite en una po-
sicion dada, depende directamente de la velocidad que tenga el satélite en
dicho punto. Es por ello que si en un punto espacial determinado se quiere
modificar el tamario de la drbita, solo es necesario aumentar o disminuir su
velocidad, haciendo uso de un impulso instantaneo.

Figura 1.8: Esquema de una transferencia de Hohmann [15]

La Figura 1.8 muestra un esquema de una transferencia de Hohmann entre
dos orbitas circulares. En esta figura, la orbita original se representa en
verde, la objetivo en negro, y la de transferencia en rojo. Asi mismo, los dos
impulsos se representan respectivamente con una flecha roja y una flecha
negra. Para calcular el primer impulso sera necesario calcular la diferencia
entre la velocidad propia de la orbita de transferencia en su perigeo y la
velocidad de la orbita circular original. Para calcular el valor del segundo
impulso, se debe calcular la diferencia entre la velocidad del satélite en la
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orbita circular objetivo y la velocidad del satélite en el apogeo de la orbita
de transferencia.

Este calculo se puede realizar entre orbitas circulares u orbitas elipticas, de
manera analoga. Matematicamente, se puede realizar de la siguiente mane-
ra:

D E DD ED)

donde los sufijos 1, 2 y H hacen referencia a la érbita original, 6rbita objetivo
y orbita de transferencia respectivamente, y los radios en el perigeo y en el
apogeo hacen referencia a la orbita de transferencia.

Sin embargo, el uso de una transferencia de Hohmann para el analisis de la
mision que se estudia en el presente documento no puede aplicarse, por dos
motivos: En primer lugar, la transferencia de Hohmann solo tiene en cuenta
la presencia de un unico cuerpo, y por lo tanto, en cuanto se salga de la
esfera de influencia terrestre, ésta no sera adecuada para realizar el calculo
de la transferencia. En segundo lugar, al no tener en cuenta la presencia de
otros cuerpos, no aprovecha la asistencia gravitacional de dichos cuerpos,
y por lo tanto, la transferencia de Hohmann no asegura el minimo consumo
posible.

Por ello, la transferencia de Hohmann se utilizara como base teérica para
validar el codigo que se desarrollara en el presente documento, pero no se
utilizara de manera directa para calcular la trayectoria entre la Tierra y el
punto L4 de Lagrange. De todas maneras, aunque el calculo de la transfe-
rencia no se vaya a realizar directamente a través de las ecuaciones propias
de la transferencia de Hohmann, si es posible que la herramienta creada
encuentre transferencias directas que puedan considerarse como Transfe-
rencias de Hohmann.

1.9. Asistencia Gravitacional

A la hora de entender las trayectorias de baja energia, es preciso compren-
der el papel que juega la asistencia gravitacional lunar y terrestre. Como se
acaba de ver, las transferencias de Hohmann son la manera mas sencilla
de trasladar un satélite entre dos orbitas, si solo se tiene en cuenta la in-
fluencia de un unico cuerpo central (problema de los dos cuerpos). Ademas,
si la transferencia de Hohmann se hace de manera correcta (aplicando los
dos impulsos en el momento preciso), dicha transferencia es la manera mas
eficiente de trasladar el satélite entre ambas orbitas [15]. Sin embargo, este
meétodo economico de transferencia solo tiene en cuenta la presencia de un
unico cuerpo masivo (por ejemplo, la Tierra), y por lo tanto, solo es valido
para orbitas cercanas a la Tierra.
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Existe una alternativa para obtener transferencias eficientes (es decir, de
baja energia), a través de la asistencia gravitacional, siendo posible obtener
una velocidad muy elevada con menos combustible. La asistencia gravi-
tacional consiste en una modificaciéon significativa de la velocidad de un
satélite debido a la proximidad con un cuerpo masivo, como puede ser la
Luna. Esta variacion de velocidad depende de la geometria con la que el
satélite sobrevuele el cuerpo, y dependiendo de la direccion del movimiento,
la asistencia gravitacional puede acelerar o frenar el satélite [12].

En el caso de utilizar la Luna como asistente gravitacional, es importante
entender que la energia del satélite con respecto a la Luna no se modifica,
mientras que la energia con respecto a la Tierra puede aumentar o dismi-
nuir, dependiendo de la geometria. Esta variacion energética procede de la
energia potencial gravitatoria producida por el cuerpo que asiste gravitacio-
nalmente. La energia del satélite cambia segun las Leyes de Newton, en una
cantidad igual y opuesta a la fuerza gravitacional producida por el cuerpo
asistente, debido al sobrevuelo [12].

La variacion energética del satélite se traduce en una modificacion de la
velocidad, tanto en médulo como en direccion. Esta modificacion dependera
de la geometria con la que el satélite aproxima al cuerpo. En la Figura 1.9 se
muestra un esquema de una asistencia gravitacional, segun la direccion de
aproximacion. La imagen muestra dos casos en los que un satélite modifica
su direccion en el mismo angulo debido a la presencia de un cuerpo (que
se mueve con direccion hacia la derecha), con la diferencia de que en el
caso de la derecha acelera, mientras que en la izquierda frena. Debajo se
muestra el esquema vectorial de las velocidades del planeta y del satélite
(tanto antes como después de la asistencia), representando como se calcula
el angulo de variacion de la direccion de la velocidad. Se observa que si el
satélite sobrevuela el planeta “por delante” (es decir, si el angulo que forma
la velocidad del satélite antes del sobrevuelo y la velocidad del planeta es
menor a noventa grados), el planeta introducira una energia contraria al
movimiento, de manera que el satélite frenara. En términos coloquiales,
se puede decir que el planeta “tira” del satélite en su direccion, y por lo
tanto, al satélite le cuesta alejarse del planeta. Por otro lado, en el caso
de la derecha, el satélite sobrevuela al cuerpo “por detras” del planeta (es
decir, si el angulo que forma la velocidad del satélite antes del sobrevuelo
y la velocidad del planeta es mayor a noventa grados), el planeta introduce
una energia en el mismo sentido que el movimiento del satélite, por lo que
aumenta su velocidad. En términos coloquiales, el planeta arrastra consigo
al satélite, acelerandolo. Todas estas modificaciones de velocidad (tanto en
modulo como en direccion) se producen sin usar nunca el combustible del
satélite, siendo virtualmente con coste cero.

La asistencia gravitacional puede ser usada para transferir satélites entre
planetas (por ejemplo, usar la asistencia gravitacional de Marte para llegar a
Jupiter utilizando menos combustible). En nuestro caso, se pretende hacer
uso de la asistencia gravitacional lunar para llegar al punto L4 con menos
combustible. A las transferencias que aprovechan la asistencia gravitacio-
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Figura 1.9: Esquema de una Asistencia Gravitacional [12]

nal lunar se las conoce comunmente como “transferencias de baja energia”.
Es importante mencionar que a pesar de que se llame de esta manera, la
energia del satélite no es en absoluto baja, ni la Luna va a reducir la energia
del satélite. Todo lo contrario, la energia del satélite en estos tipos de trans-
ferencias es elevada, y la Luna aporta parte de esa energia. El motivo de
denominarlo “baja energia” es por la reduccion del consumo de combustible
que conllevan, y no por la reduccion energética total del satélite.

1.10. Historia de las Transferencias de Baja Ener-
gia
A pesar de que el conocimiento matematico sobre las leyes de astrodina-
mica lleva siendo conocida desde el siglo XVII, la exploracion espacial no
comienza realmente hasta la segunda mitad del siglo XX, que comienza con
el lanzamiento del Sputnik en 1957 por parte de la Union Soviética. Tras
este logro, se inicia una carrera espacial entre la Union Soviética y Estados
Unidos, que se convirtio en un simbolo de proeza econémica y orgullo na-
cional [12]. Las primeras victorias en la carrera espacial fueron soviéticas,

no solo por el lanzamiento del Sputnik, sino también por hitos como tener
al primer humano en viajar al espacio exterior (Yuri Gagarin en 1961) o ser
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los primeros en enviar instrumentos a la Luna (en 1959) o Marte (1971). Por
otro lado, Estados Unidos es el responsable de enviar al primer hombre que
piso la Luna, en 1969 [12].

La exploracion espacial no se limité a la zona cercana a la Tierra. En los
anos setenta se lanzaron muchas misiones con el propésito de estudiar los
planetas del Sistema Solar. En 1971 los soviéticos lanzaron el Mars 3, que
aterrizo en Marte y consiguio enviar 20 segundos de datos. Por otro lado,
el programa americano US Mariner exploré Mercurio, Venus y Marte, y el
Viking 1 aterrizo en Marte en 1976. Misiones como la Pioneer 10y 11, y las
Voyager 1 y 2 fueron lanzadas en los afnos setenta para explorar Jupiter,
Saturno, Urano y Neptuno [12].

En lo que respecta a la Luna, todas las misiones que se efectuaron en los
anos sesenta, setenta y ochenta se basaban la teoria de la transferencia de
Hohmann para transportar las naves entre la Tierra y la Luna. Con este mé-
todo, alcanzaban la Luna usando teorias Keplerianas de dos cuerpos, que
minimiza el tiempo de trayectoria con bajos consumos. Sin embargo, la velo-
cidad inicial que requiere la nave para realizar este tipo de trasnferencias es
muy elevada [16]. Esto cambio en 1991, con una mision japonesa llamada
Muses-A, que tenia una cantidad de combustible que no le permitia llegar
a la Luna a través de los métodos habituales en la época. Basandose en los
trabajos teoricos de Belburno y Miller, se diseni6 una nueva trayectoria que
utilizaba una transferencia de baja energia con una captura balistica en la
Luna, haciendo uso de la perturbacion solar para reducir considerablemen-
te la necesidad de combustible [16]. Esta misiéon, denominada Hiten, fue
todo un éxito, y abrio la puerta a nuevas misiones a la Luna con un menor
requerimiento de combustible.

Esta nueva forma de transportar vehiculos entre la Tierra y la Luna fue in-
novadora, permitiendo menores velocidades iniciales, a cambio de tiempos
de transferencia mucho mayores [8]. Este tipo de trayectorias se denomi-
nan de “Baja Energia”, y hacen uso de la asistencia gravitacional de la Luna
y del Sol. Desde entonces, muchas misiones han aprovechado este tipo de
trayectorias para reducir el coste de la mision, como es el caso de misio-
nes como ISEE-3, WMAP, SOHO, Genesis, WIND, ARTEMIS, o GRAIL, entre
otras [12].

A fin de poder entender mejor la ventaja de este tipo de maniobras, se puede
analizar, por ejemplo, la mision GRAIL. La nave espacial GRAIL fue lanzada
a una orbita muy grande en torno a la Tierra, de manera que se hallaba sig-
niifcativamente influenciada por la perturbacion solar. Por ello, la gravedad
del Sol aumento su energia, desviando su trayectoria y elevando su veloci-
dad sin necesidad de uso de combustible. Gracias a ello pudieron llegar a
la Luna usando 200 m/s menos de impulso que si hubieran utilizado una
maniobra convencional [12].

La Figura 1.10 muestra una comparacion entre una transferencia de baja
energia entre la Tierra y la Luna (de 84 dias), y una transferencia conven-
cional de Hohmann (de 4 dias). Se puede observar como la trasnferencia de
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baja energia se aleja mucho de la Tierra, hasta alcanzar una distancia en
la que el satélite se puede ver afectado por la gravedad solar, que aumenta
su energia, mientras que la trayectoria convencional se puede considerar
directa entre la Tierra y la Luna. A pesar de que la transferencia conven-
cional es mucho mas corta, la transferencia de baja energia requiere una
diferencia de velocidad 170 m/s menor que la convencional. Dependiendo
de la mision que se esté estudiando, se debe decidir si la ganancia en coste
compensa la pérdida en tiempo de trasnferencia.

84-day low-energy
transfer

Sun
4-day direct
transfer

Moon

Figura 1.10: Comparacion entre una transferencia de baja energia y
una transferencia de Hohmann [12]

Este tipo de misiones de baja energia se estan usando cada vez mas, debi-
do a sus considerables ventajas, sobretodo con respecto a su coste [7]. Por
ello, muchos proyectos han estudiado como optimizar estas trayectorias,
ya que son altamente dependientes de las condiciones iniciales de lanza-
miento. En los ultimos anos se han desarrollado numerosas herramientas
matematicas y métodos informaticos para encontrar las trayectorias opti-
mas. Métodos como los “invariant manifolds”, los “lunar fly-by” o los moto-
res de bajo empuje se utilizan para desarrollar misiones que minimicen el
consumo, permitiendo transferencias entre la Tierra y la Luna mucho mas
economicas que con métodos convencionales [5].

El estudio de las trayectorias de baja energia puede ayudar a reducir los
costes de las misiones espaciales, mejorando la eficiencia de los programas
espaciales y aumentando el numero de misiones llevadas a cabo [2]. El uso
de los puntos de Lagrange (especialmente L4 y L5) para posicionar satéli-
tes o estaciones espaciales, junto al uso de transferencias de baja energia,
puede abrir la puerta a nuevas misiones que hasta ahora se consideraban
demasiado costosas [4].

Pagina 29 de 141



Jose A. Reina - TFM 2023

Capitulo 2

El Problema de los tres cuerpos

Como se ha visto, se puede resolver de fomra directa las ecuaciones de
movimiento del satélite si inicamente se tiene en cuenta la influencia gra-
vitacional de otro cuerpo. Sin embargo, esta aproximacion solo se puede
aplicar en las cercanias de dicho cuerpo, cuando el resto de fuerzas gravi-
tatorias debido a otros cuerpos masivos son despreciables. Para los casos
en los que la influencia gravitacional de otros cuerpos es considerable, es
necesario estudiar el problema en su forma mas compleja, tal y como se vio
en la seccion 1.5.

Durante muchos anos se ha estudiado el problema de los tres cuerpos (la
forma mas sencilla del problema de los n cuerpos) sin haberse obtenido
hasta la fecha una solucion general cerrada [12]. La solucion analitica mas
cercana requiere una serie de hipoétesis a fin de simplificar el problema.
Sin embargo, para casos mas complejos, es necesario aplicar un método
numeérico que permita calcular la posicion del satélite en cada instante. Al
ser numeérica, esta forma de resolucion solo es posible a través de méto-
dos computacionales. Desde un punto de vista genérico, la resolucion es
sencilla: Solo hace falta calcular las fuerzas que actuan sobre el satélite en
un momento dado (conocida su posicion y velocidad), calcular la acelera-
cion debido a dichas fuerzas, y una vez obtenida la aceleracion, calcular la
velocidad y la posicion del satélite en el siguiente instante de tiempo. Es-
te proceso, repetido para cada instante de tiempo, define la trayectoria del
satélite.

Sin embargo, por sencillo que parezca el procedimiento desde un punto de
vista teorico, la ejecucion es bastante mas compleja. Para poder llegar a una
solucion numeérica, es necesario imponer ciertas hipotesis. A continuacion
se explica el procedimiento de calculo numérico del problema restringido
de los tres cuerpos y de los cuatro cuerpos. Ademas, se explicaran en de-
talle los dos sistemas de coordenadas que utilizaremos para mostrar las
soluciones obtenidas, y se hablara de ciertas caracteristicas fisicas del pro-
blema restringido de los tres cuerpos, como son los puntos de Lagrange, la
constante de Jacobi, y las regiones de Hill.

Pagina 30 de 141



TFM - 2023 2.1. Problema Restringido Circular de los Tres Cuerpos

2.1. Problema Restringido Circular de los Tres
Cuerpos

El problema de los tres cuerpos es uno de los problemas de astrodinamica
mas estudiados, ya que a pesar de la aparente sencillez del mismo, las
ecuaciones resultantes no son integrables analiticamente. Ademas, estas
expresiones muestran una alta dependencia con las condiciones iniciales y
son muy susceptibles a las pequenas perturbaciones [4].

Sin embargo, existe una forma de simplificar el problema de los 3 cuerpos
basada en considerar dos hipotesis: en primer lugar, asumir que una de las
tres masas es despreciable frente al resto (que sera el caso de un satélite).
En segundo lugar, consideraremos que los dos cuerpos restantes (el prima-
rio y el secundario, que pueden ser, por ejemplo, la Tierra y la Luna) orbitan
circularmente en torno al centro de masas del sistema, que se encuentra en
la recta que une el centro de ambos cuerpos [12]. La primera hipotesis es
facilmente defendible, en vista de que la masa de un satélite comun es del
orden de los 10® kg, mientras la masa de la Tierra y la Luna son del orden
de 10** kg y 10** kg respectivamente. La segunda hipétesis puede crear mas
controversia, pero un estudio detallado de la excentricidad de la orbita elip-
tica que forma la Luna en torno a la Tierra nos muestra que posee un valor
de e = 0.055, un numero tan cercano a cero que puede asumirse como tal.
De esta manera se concluye que la orbita lunar puede ser correctamente
considerada como circular [16].

Al introducir estas dos hipotesis se genera el “Problema Restringido de los
Tres Cuerpos”, abreviado con las siglas “CR3BP” por su nombre en inglés.
A continuacion, se muestra el desarrollo matematico para obtener las ecua-
ciones que definen el movimiento del satélite en el Problema Restringido de
los Tres Cuerpos. Si el lector esta interesado en estudiar la deduccion mate-
matica en mayor detalle, puede consultar el trabajo de [12]. Es importante
mencionar que, a fin de explicar el proceso matematico, asumiremos que
los dos cuerpos en torno a los que se mueve el satélite son la Tierra y la Lu-
na. Sin embargo, el mismo razonamiento se puede utilizar para cualquier
par de cuerpos masivos que cumplan las hipotesis explicadas previamente,
como podrian ser el Sol y la Tierra.

En primer lugar, analizaremos el valor de la aceleracion del satélite con
respecto al baricentro del sistema Tierra-Luna, teneindo en cuenta los tér-
minos adicionales que surgen debido a la rotacion inherente del sistema (ya
que la Luna y la Tierra giran en torno a su baricentro) [12].

TBsat = Us + Ws X Ts + Ws X (s X T5) + 20 X Ug + Aorg, (2.1)

donde los términos 7, v, w y a hacen referencia a la posicion, velocidad, ace-
leracion y rotacion del cuerpo respectivamente, y los sufijos s y org hacen re-
ferencia al satélite y el origen respectivamente. En primer lugar, debido a la
hipotesis de que las orbitas son circulares, asumimos que la tasa de cambio

Pagina 31 de 141



El Problema de los tres cuerpos Jose A. Reina

de la rotacion del sistema es igual a cero. Ademas, el origen de coordenadas
no acelera respecto al origen de inercia, al estar usando el baricentro como
punto de referencia, por lo que la aceleracion del origen también sera nula.
Con estas simplificaciones, y realizando el producto vectorial, tenemos [12]:

Fosat = Ts — WA (Tds + yJs) — 20 (Y5 — T7s), (2.2)

donde 2 y y son los vectores unitarios en la direccion del movimiento segun
x e y. Desglosando la ecuacion en sus componentes cartesianas, obtenemos
lo siguiente [12]:

T — 2wy — wf:v = 2 (& + &) (2.3)
ox \ry 1y
.. . 2 O (1| pa
J—2wst —wiy=—|—+— (2.4)
dy \r1 )
s 9 (& + &> 2.5)
Oz \r; 19

{rl =/ (z+7p1)? +y?+ 22 2.6)

ro = /(x4 rp2)?+y? + 22

Llegados a este punto, es util adimensionalizar el problema, a fin de gene-
ralizar el resultado. Para ello, introducimos en primer lugar la Unidad de
Masa, que sera igual a la suma de la masa de los dos cuerpos masivos (la
Tierra y la Luna) y la denotaremos con las siglas MU (por su nombre en
inglés). En segundo lugar, introducimos la constante del problema x, cono-
cida como Relacion Masica o “Constante del Problema de los Tres Cuerpos”,
y se definira como el cociente entre las masas de los dos cuerpos principales
(como pueden ser la Luna y la Tierra):

p="12 2.7)
m

Esta constante sera muy util a lo largo de todo el problema, ya que, ademas
de relacionar las masas de los dos cuerpos primarios, definira las distancias
entre los dos cuerpos y el centro de masas (o baricentro) en torno al que gi-
ran ambos cuerpos. De esta manera, se puede definir que la masa primaria
adimensionalizada es de 1 — y, y la masa secundaria adimensionalizada es
de ;. Ademas la distancia adimensionalizada entre la masa primaria y el
baricentro es de p y la distancia adimensionalizada entre la masa secun-
daria y el baricentro es de 1 — u. También se pueden definir la Unidad de
Longitud (DU) como la distancia entre las dos masas primarias, y la Unidad
de Tiempo (7'U) como el tiempo en el que el sistema da una vuelta completa
en torno al baricentro. De esta manera, la velocidad adimensional de giro
del sistema es de la unidad [12].
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La Figura 2.1 muestra un esquema del problema restringido de los tres
cuerpos adimensionalizado. Se puede observar los dos cuerpos masivos
(aqui nombrados mg y my,, por los nombres de la Tierra y la Luna en inglés),
que se hayan a una distancia p y 1 — p del centro de coordenadas respec-
tivamente. Este centro de coordenadas sera el baricentro del sistema, de
modo que los dos cuerpos giraran en torno al baricentro a una velocidad
adimensional constante de w = 1. Ademas, se representa el satélite, que se
halla a una distancia de pg y p); de ambos cuerpos.

]

Figura 2.1: Esquema del sistema CR3BP [1]

Usando la constante p en las ecuaciones anteriores, y realizando la derivada
parcial, se puede definir el movimiento del satélite de la siguiente manera
[12]:

(L—p)@+p) ple—1+np)

T — 2y —x = — — 2.8
T—-2y—x 3 3 (2.8)
.. . 1—
y+2x_y:_( 3u)y_u_§ 2.9)
1 Ty
. (1—p)z pz
i 2

(2.11)

{ r=/ o+ p? g+ 2

re = /(x4 p—1)2+y2 + 22

Estas ecuaciones definen la aceleracion del sistema segin su posicion y su
velocidad, para cualquier punto del espacio.

Algunos autores utilizan otra forma de expresar matematicamente esta so-
lucion, que es analoga, y que se muestra a continuacion. En ella, se usa un
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potencial (2; para definir el estado del satélite. En esta expresion, se asume
que la aceleracion Z es nula:

i = 2y + 003 /0
2.12
1 1—- 1
Dy(w,y) = 5o +97) + =54 kgl = ) 2.13)

La razon por la que muchos autores asumen que la aceleracion en la di-
reccion perpendicular al plano orbital es nula (¢ = 0) es porque, tal y como
se puede observar en la ecuacion 2.12, una variacion en la velocidad 2 no
aporta aceleracion en la direccion de x ni de y, por lo que toda la energia
que se use para modificar la velocidad Z no servira para acercar al satéli-
te al punto L4 (ya que dicho punto se encuentra en el plano orbital XY).
Debido a ello, toda aceleracion en la direccion z sera una perdida inutil de
combustible, aumentando el consumo innecesariamente. Es por esto que
se asumira que todo el movimiento se produce en el plano XY

En la ecuacion 2.13 se puede observar que la funcion €23 solo depende de
la posicion del satélite respecto a la Tierra y a la Luna. Utilizando estas ex-
presiones se puede calcular el estado del satélite en cada punto, de manera
que la trayectoria del satélite queda resuelta numéricamente. Este resulta-
do sera valido para cualquier problema de los tres cuerpos en los que se
cumplan las hipotesis mencionadas. Sin embargo, al solo considerar dos
cuerpos masivos, no tiene en cuenta la influencia del Sol sobre el satélite.
Es por ello que resulta necesario utilizar unas ecuaciones mas complejas,
a través de la resolucion del problema bicircular restringido de los cuatro
cuerpos, tal y como se vera en la seccion 2.4.

2.2. Puntos de Lagrange

Un analisis detallado del problema restringido de los tres cuerpos nos mues-
tra la existencia de ciertos puntos de equilibrio donde la aceleracion que
experimenta el satélite es nula. Estos puntos fueron descubiertos por los
matematicos Lagrange (1772) y Euler (1776). se trata de lugares de gran
relevancia, ya que desde un punto de vista tedrico, en estas ubicaciones la
aceleracion sera nula, por lo que si se coloca un objeto (por ejemplo, un
satélite) en dicho punto, este objeto no se movera de €l si no se le aplica
ninguna fuerza externa [4].

Los puntos de Lagrange son cinco, y se conocen como L1, L2, L3, L4y L5.
Los tres primeros estan alineados con el vector que une los centros de los
dos cuerpos principales, mientras que los puntos cuatro y cinco forman
un triangulo equilatero con ambos cuerpos [4]. Los primeros tres puntos, a
pesar de que la aceleracion sea nula, son puntos inestables, de manera que
una pequena perturbacion apartaria al satélite de dichos puntos, mientras
que por otro lado, los puntos triangulares (L4 y L5) son puntos linealmente
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estables (al menos, siempre y cuando el parametro p sea menor a 0.03852,
como es el caso del sistema Tierra-Luna) [5].

De esta manera, tedricamente es posible colocar un satélite en los puntos
L4 o L5y que se mantenga ahi de manera indefinida sin necesidad de usar
combustible, lo cual lo convierte en un potencial candidato para colocar sa-
télites de observacion o estaciones espaciales [3]. Esta afirmacion es solo
teodrica, ya que en la realidad la aceleracion en estos puntos no es estric-
tamente cero debido a la existencia de fuerzas externas y perturbaciones,
como puede ser la gravedad solar, tal y como veremos en 2.4.

La Figura 2.2 muestra un esquema de la posicion de los cinco puntos de
Lagrange en el sistema Tierra-Luna. Se observa que el primer punto de
Lagrange (L1) esta colocado entre la Tierra y la Luna, y se encuentra en
la recta que une el centro de la Tierra y la Luna. El segundo punto de
Lagrange en el sistema Tierra-Luna (L2) también se haya en dicha recta,
pero se encuentra mas alla de la Luna. El tercer punto de Lagrange en el
sistema Tierra-Luna se encuentra en el punto estrictamente opuesto a la
Luna respecto al centro de la Tierra. El cuarto y quinto punto (L4 y L5) se
hayan en los vértices de dos triangulos equilateros, en los que la base es la
distancia Tierra-Luna.

J.l &
Fhad WS
- L4
I'I _.- -\.. '.I
. Earth|,’ \\ 60° " 'Moon
' * t—rx
L3 ] ./ 60° L1,/ L2
I-.' b 2
el = L3

Figura 2.2: Esquema de los puntos de Lagrange en el sistema Tierra-
Luna [4]

La posicion exacta de estos puntos se puede calcular despejando de las
ecuaciones del problema restringido circular de los tres cuerpos, imponien-
do que la aceleracion y la velocidad deben ser nulas, de la siguiente manera:
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x_(l—u)(x+u)_u(rc—1+u):0 2.14)

y(1—(1_“>—ﬂ):o (2.15)

La Tabla 2.1 muestra el valor numérico de los puntos de Lagrange del sis-
tema Tierra-Luna, en la que las distancias se han adimensionalizado utili-
zando la distancia Tierra-Luna [6]. Los ejes de coordenadas son los mismos
que en la Figura 2.2, con el eje = positivo en la direccion que une el centro
de la Tierra y el centro de la Luna, y el eje y perpendicular al eje x, contenido
en el plano orbital lunar.

Tabla 2.1: Posicion de los puntos de Lagrange en el sistema Tierra-Luna
(coordenadas adimensionalizadas) [6]

Punto X
L1 0.863893
L2 1.155699
L3 -1.005064
L4 0.487850 | 0.8660254
L5 0.487850 | -0.8660254

o O O

O OO O ON

Los puntos L4 y L5, al ser linealmente estables, son candidatos para situar
misiones de observacion, telescopios astronomicos, o estaciones espaciales
[4]. Como ya se ha comentado en la introduccion, el propoésito de este do-
cumento es calcular posibles trayectorias entre la Tierra y el punto L4 de
Lagrange. Se ha escogido el punto L4 arbitrariamente, porque el proceso
podria haberse realizado con respecto al punto L5 obteniendo resultados
similares, ya que ambos puntos son simétricos.

2.3. Constante de Jacobi y Regiones de Hill

En base a las ecuaciones del problema restringido circular de los tres cuer-
pos es posible definir un parametro conocido como Constante de Jacobi,
que representa el nivel energético que necesita un satélite para alcanzar
ciertos lugares alrededor de la Tierra. Esta constante se puede expresar de
la siguiente manera [8]:

Clz,y,i,9) = 2 (2, y) — (2% + 9°), (2.16)

donde C representa la constante de Jacobi. De esta manera, cuanto menor
sea la constante de Jacobi de un satélite, mayor distancia respecto a la Tie-
rra puede alcanzar. Si no se aplica ninguna fuerza externa sobre el satélite,
la constante de Jacobi se mantendra constante durante toda la trayectoria,
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de manera que la velocidad del satélite tendra que variar segun varie el po-
tencial caracteristico {23, que depende de la posicion del satélite respecto a
la Tierra y a la Luna.

La Figura 2.3 muestra el valor de la constante segun la posicion del sa-
télite, obviando una velocidad nula en dicha posicion, de manera que se
puede predecir la velocidad inicial que se necesita para poder alcanzar de-
terminada posicion. Se puede observar que en las cercanias de la Tierra, la
constante de Jacobi tiene un valor cercano a cuatro, por lo que la velocidad
inicial del satélite es menor. Por su parte, en las cercanias del punto L4 de
Lagrange, el valor es cercano a tres, mostrando que la velocidad inicial de-
be ser mayor (ya que en la ecuacion de la constante de Jacobi la velocidad
esta restando). Esto significa que para llegar al punto L4 de Lagrange es
necesario tener mayor velocidad en el momento posterior al primer impulso
que si se quisiera llagar a zonas aun mas alejadas de la Tierra, tal y como
se puede observar en la imagen. El estudio de esta constante nos permite
entender que la energia necesaria para alejarse de la Tierra no solo depende
de la distancia a la que quieras viajar, sino también la zona geomeétrica que
quieras alcanzar.

Figura 2.3: Valor de la constante de Jacobi en el sistema Tierra-Luna
[12]

Al calcular el valor de la constante de Jacobi necesaria para llegar a cada
punto de Lagrange, se observa que dicho valor no es igual en todas ellas,
sino que decrece con cada punto (es decir, que la energia necesaria para
alcanzar los puntos de Lagrange aumenta con cada punto). Esto es asi ex-
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cepto con los puntos L4 y L5, que tienen la misma constante de Jacobi, ya
que su posicion relativa a la Tierra y a la Luna es la misma. Esto se puede
expresar matematicamente de la siguiente manera [7]:

Cl>C02>C3>C4=C5=3

Conectadas con la constante de Jacobi existen las Regiones de Hill, que
definen las zonas accesibles por un satélite con una velocidad inicial dada
(es decir, con un nivel energético establecido). Estas Regiones de Hill impo-
nen volumenes en el espacio fuera de los cuales es imposible acceder con
la energia suministrada, independientemente del tiempo que se espere [16].
La frontera de dichos volumenes son curvas de velocidad nula, es decir, que
si un satélite llegase a la frontera de la Region de Hill tendria una velocidad
nula, por lo que no podria seguir avanzando (es decir, no puede escapar de
la Region de Hill) [7]. Estas regiones pueden ser tutiles para definir transfe-
rencias lunares, ya que imponen las regiones por las que el satélite puede
trasladarse. Sin embargo, en nuestro estudio, estas regiones practicamente
no proporcionan informacion relevante, ya que el nivel energético necesario
para alcanzar el punto L4 de Lagrange es muy elevado (es decir, la constan-
te de Jacobi es muy baja), de manera que un satélite con energia suficiente
para alcanzar el punto L4 de Lagrange tiene la energia necesaria para poder
alcanzar cualquier otro punto de la zona cercana a la Tierra y la Luna [2].
Es por esto que no se estudiaran las Regiones de Hill en mas detalle.

En resumen, la velocidad inicial necesaria para alcanzar el punto L4 de
Lagrange sera muy elevada, y estara cercana a la velocidad de escape del
satélite. Esta energia es tan elevada que el satélite podra viajar por toda la
zona cercana a la Tierra y la Luna, sin que existan zonas inaccesibles. Se
hablara mas sobre este fenémeno en la seccion 3.5.

2.4. Problema Restringido Bicircular de los Cua-
tro Cuerpos

El problema restringido de los tres cuerpos nos proporciona las herramien-
tas matematicas para poder realizar un calculo numérico del comporta-
miento de un satélite en las cercanias de la Tierra y la Luna, donde el saté-
lite estara influenciado solamente por estos dos cuerpos. Sin embargo, este
modelo no tiene en cuenta la presencia del Sol como cuarto cuerpo involu-
crado en el movimiento. Es por ello que necesitamos un modelo mas sofisti-
cado, que tenga en cuenta la presencia del Sol. Este modelo es el Problema
Restringido Bicircular de los Cuatro Cuerpos (conocido como BCR4BP por
sus siglas en inglés).

El problema restringido bicircular de los cuatro cuerpos asume hipotesis
similares a las del problema de los tres cuerpos. Téngase en cuenta que
a lo largo de esta seccion se explicara este modelo utilizando los cuerpos
de la Tierra, Luna y Sol como ejemplos, pero que este modelo se podria
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utilizar con cualquier grupo de tres cuerpos masivos que cumpliesen con las
mismas hipotesis. Estas hipotesis pueden resumirse de la siguiente manera
[5]

= La masa del satélite es despreciable frente a las demas masas

» La Tierra y la Luna giran en una orbita circular en torno a su baricen-
tro

» El baricentro Tierra-Luna gira en orbita circular en torno al Sol
= La Tierra, la Luna y el Sol orbitan en el mismo plano

La primera hipotesis es la que otorga el adjetivo “restringido” al problema,
ya que en realidad no se trata de un problema puro de cuatro cuerpos
(en los que los cuatro cuerpos se influencian entre ellos), sino que elimina
la influencia del satélite sobre los demas cuerpos. La hipotesis de que la
Tierra y la Luna orbitan circularmente en torno a su baricentro, y que el
baricentro Tierra-Luna orbita circularmente en torno al Sol es la que otorga
el adjetivo de “bicircular”.

Este modelo puede no ser necesario en las zonas mas cercanas a la Tierra
y la Luna, debido a la poca influencia de la gravedad solar, pero se vuelve
necesaria en la zona cercana al punto L4, siendo un modelo mucho mas
realista en las cercanias a esta zona [5]. Desde un punto de vista meramente
teorico, seria posible utilizar el modelo de los tres cuerpos para ciertas zonas
del espacio, y el modelo de los cuatro cuerpos para aquellas zonas en las que
el modelo de los tres cuerpos no sea suficientemente realista. Sin embargo, a
fin de optimizar el proceso, es mejor emplear un marco comun que englobe
toda la dinamica del satélite, independientemente de su posicion [7]. Es
por ello que, para el calculo del presente documento, se utilizara el modelo
restringido bicircular de los cuatro cuerpos, en lugar del de los tres cuerpos.

La Figura 2.4 muestra el esquema del problema restringido bicircular de
los cuatro cuerpos. Se puede apreciar que el centro de coordenadas es el
baricentro Tierra-Luna, y que se asume que los tres cuerpos masivos (Tie-
rra, Luna y Sol) giran en torno al baricentro Tierra-Luna. Se muestran la
distancias entre el satélite y los tres cuerpos masivos (Tierra, Luna y Sol
respectivamente), y la distancia Sol-Baricentro (expresada a través de la le-
tra p). Ademas, se observa el angulo ¢, que se define como el angulo entre
el vector Baricentro-Sol y el vector Baricentro-Luna, y se puede calcular en
base al tiempo transcurrido, de la siguiente manera: 6 = w; - t, siendo w;
la velocidad de rotacion del Sol respecto al baricentro Tierra-Luna. Notese
que aqui se toma como inicio de tiempos el momento en el que el vector
Tierra-Sol y el vector Tierra-Luna estan alineados.

Las ecuaciones matematicas que definen el problema restringido bicircular
de los cuatro cuerpos son similares a las del problema de tres cuerpos, y se
pueden expresar de la siguiente manera [5]:
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Figura 2.4: Esquema del Problema Restringido Bicircular de los cuatro
cuerpos [5]

{ =2y +0Q/0x 2.17)

i = —2i + Q4 /0y

donde la funcion 4 es la funcién potencial caracteristica del problema de
los cuatro cuerpos, que puede definirse de la siguiente manera [8]:

Ms %(37 cos(wst) + y sin(wst)), (2.18)

Q t)=Q
4(.%',3/, ) 3(%,3/) + 7,3@) pg

donde m,, r3 hacen referencia a la masa del Sol y la distancia Sol-Satélite
respectivamente, y (23 es la funcion potencial caracteristica del problema de
los tres cuerpos, tal y como se vio en la ecuacion 2.13. Se puede observar
que (2, no solamente depende de la posicion del satélite (como lo hace (23),
sino que ademas depende del tiempo. Esto se debe a que la posicion relativa
del Sol con respecto a la Tierra y la Luna es dependiente del tiempo. La
distancia r3, que también es dependiente del tiempo, se puede expresar de
la siguiente manera [7]:

r3(t) = /(x — pcos(wst))? + (y — p sin(wst))?. (2.19)

Estas expresiones solo muestran la dinamica del satélite en dos dimensio-
nes, dando por hecho que el movimiento del satélite se produce en el mismo
plano orbital de la Luna y la Tierra. Sin embargo, esto no tiene porqué ser
cierto. Es posible anadir a estas ecuaciones el movimiento en la tercera
dimension, que tomaria la siguinete expresion [1]:
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. msz  (1—p)z pz
z = — — —_ —_—
P ris rs’

(2.20)

siendo r; y r, la distancia del satélite respecto a la Tierra y la Luna respec-
tivamente.

Es importante mencionar que la adicion de la gravedad solar dentro del sis-
tema genera diferencias considerables respecto al modelo de tres cuerpos.
En primer lugar, el sistema de ecuaciones se convierte en temporalmente
dependiente, de manera que el tiempo transcurrido se vuelve relevante. En
segundo lugar, debido a la presencia de una tercera fuerza, los puntos de
equilibrio (puntos de Lagrange), la integral de Jacobi y las regiones de Hill
desaparecen. Cabria preguntarse entonces como es posible colocar un sa-
télite en el punto L4 de Lagrange del sistema Tierra-Luna si dicho punto no
existe en el sistema BCR4BP estrictamente hablando. La realidad es que, a
pesar de que en el punto L4 la aceleracion no es estrictamente nula, esta
aceleracion es la minima posible. Es decir, en cualquier punto distinto a los
puntos de Lagrange del sistema Tierra-Luna (en el modelo de los tres cuer-
pos) la aceleracion sufrida por el satélite sera mayor que en dichos puntos.
Esto significa que, a efectos practicos, la energia necesaria para mantener
al satélite en el punto L4, a pesar de estar en un modelo BCR4BP, es menor
que si lo colocasemos en cualqgiuer otra orbita.

Con todas estas ecuaciones es posible definir la aceleracion que sufre el
satélite debido a las fuerzas gravitatorias de la Tierra, la Luna y el Sol,
conociendo su posicion y el tiempo transcurrido. Una vez conocida dicha
aceleracion, se puede realizar una integracion numeérica, calculando la nue-
va posicion y velocidad a partir de la aceleracion calculada. Realizando el
calculo para cada instante de tiempo, se puede calcular la trayectoria del
satélite, y conocer el tiempo que ha tardado en realizar la transferencia.

En el capitulo 4 se hablara mas detalladamente de como se ha implementa-
do estas ecuaciones teoricas en el codigo elaborado, asi como el método de
integracion numeérico que se ha utilizado para poder realizar el calculo de la
trayectoria.

2.5. Sistema de Coordenadas especifico

Para poder entender correctamente el movimiento del satélite en su trayec-
toria al rededor de la Tierra, es necesario definir un sistema de coordenadas
que nos permita entender el comportamiento del satélite y comparar los re-
sultados de manera eficiente. La Figura 2.5 muestra un esquema genérico
del sistema BCR4BP, en el que se muestran el Sol, la Tierra y la Luna. Se
observan dos sistemas de referencia, uno con el centro de coordenadas en
el baricentro Tierra-Luna y el eje = en la direccion de la Luna (dibujado en
gris), y otro con el centro de coordenadas en el baricentro del sistema Sol-
Tierra-Luna, y los ejes no anclados ni a la Tierra ni a la Luna (dibujado en
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Figura 2.5: Esquema del sistema de coordenadas en el problema
BCR4BP [1]

El segundo de estos sistemas (con el origen en el baricentro Sol-Tierra-
Luna), aunque pueda parecer mas realista, no nos resulta util a la hora de
estudiar los resultados obtenidos, ya que la distancia real entre el Sol y la
Tierra es tan grande que el movimiento orbital del satélite resulta absolu-
tamente inapreciable. Por este motivo, un sistema de coordenadas con el
origen en el baricentro Sol-Tierra-Luna queda descartado.

La otra opcion es utilizar un sistema de referencia mas cercano a la Tie-
rra. Tal y como se ha visto anteriormente, el sistema de coordenadas mas
beneficioso para nuestro estudio debe tener el centro de coordenadas en el
baricentro del sistema Tierra-Luna, de manera que el sistema de coordena-
das pueda ser considerado inercial, asumiendo la hipétesis de que el Sol
orbita en torno a dicho baricentro con una velocidad constante y con una
orbita circular. Asi, la distancia entre el satélite y el origen de coordena-
das es suficientemente pequeio como para poder observar la trayectoria y
estudiar el movimiento del satélite.

Una vez impuesto el centro de coordenadas, se deben definir los ejes de
dicho sistema. Para ello, se propone utilizar dos sistemas de coordenadas
diferentes, ambos con el centro en el baricentro Tierra-Luna, pero con ejes
diferentes, a fin de poder comprender mejor el movimiento orbital del saté-
lite. Estos dos sistemas de coordenadas se denominaran “Ejes Rotatorios”
y “Ejes Inerciales”, ya que su principal diferencia es que los ejes sean o
no solidarios con el movimiento lunar. Estos dos sistemas de referencia se
definen de la siguiente manera:
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Ejes Rotatorios

El sistema de coordenadas rotatorio es muy utilizado a la hora de resolver
el problema de los tres cuerpos, y se define imponiendo que el eje = sea so-
lidario al movimiento lunar [4]. De esta manera, la Tierra y la Luna siempre
se encuentran en las mismas coordenadas ([—u, 0] y [1 — i, 0] respectivamen-
te). El eje z se encuentra perpendicular al plano orbital de la Luna, y €l eje
y ortogonal a los otros dos ejes. Este sistema es muy util ya que muestra
la posicion del satélite relativa a la Luna, que se mantiene estatica en este
sistema de coordenadas. Este sistema de coordenadas se denominara “Ejes
Rotatorios” debido a que los ejes estan anclados solidariamente con el mo-
vimiento orbital lunar, y se usara ese término a lo largo del documento para
todas las graficas que muestren la trayectoria del satélite en este sistema
de coordenadas.

Sin embargo, debido a la ausencia de movimiento por parte de la Luna, el
movimiento orbital del satélite es aparentemente no eliptico, y puede apa-
rentar caotico. Para poder tener una vision mas realista de la orbita, es
necesario un sistema de coordenadas que no gire solidario con la Luna, tal
y como se explica a continuacion.

Ejes Inerciales

Este sistema de referencia también utilizara el baricentro Tierra-Luna como
origen de coordenadas, pero a diferencia del sistema con ejes rotatorios, el
eje r no estara anclado al movimiento lunar, de manera que en este sistema
la Luna girara en torno al centro de coordenadas, al igual que el punto L4. El
eje z sera perpendicular al plano orbital y el eje y sera ortogonal a los otros
dos ejes. Este cambio permite una comprension mas realista de la forma de
las orbitas que dibuje el satélite en su trayectoria desde la Tierra hasta el
punto L4. Notese que en este sistema de referencia la Tierra también gira
en torno al baricentro, pero debido a la corta distancia entre la Tierra y
el baricentro, este giro es inapreciable. Este sistema de coordenadas seria
analogo al segundo sistema de coordenadas de la Figura 2.5, pero con el
centro de coordenadas en el baricentro del sistema Tierra-Luna.

En las graficas que se muestran en el capitulo 5 se muestra la trayectoria
del satélite en ambos sistemas de referencia, a fin de poder entender ambos
aspectos de la trayectoria: en primer lugar, el movimiento relativo a la Luna,
y en segundo lugar, el movimiento inercial independiente del movimiento
lunar.

La Figura 2.6 muestra los dos sistemas de coordenadas que se van a uti-
lizar, tanto los ejes rotatorios (izquierda) como los ejes inerciales (derecha),
donde w,, y v,, denotan la velocidad rotatoria y lineal de la Luna respecti-
vamente, en ejes inerciales. De esta manera, en las graficas que muestren
la trayectoria del satélite entre la Tierra y el punto L4 se podra observar el
movimiento relativo a la Luna (en ejes rotatorios) y en ejes inerciales (sin
rotar).
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Figura 2.6: Esquema del sistema de coordenadas en el problema

BCR4BP [1]

En el capitulo 5 se mostraran algunas trayectorias encontradas, para lo
que se utilizaran ambos sistemas de coordenadas. Los ejes rotatorios son
utiles para entender la influencia de la presencia lunar en el movimiento
del satélite, ya que es facilmente distingible la distancia relativa a la Tierra
y la Luna. Por otro lado, mostrar la trayectoria en ejes inerciales nos facilita
comprender el movimiento general del satélite, asi como apreciar mejor la
influencia solar. Por lo tanto, en todas las graficas del capitulo 5 en la que se
representaran trayectorias orbitales se mostraran en los dos tipos de e¢jes.
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Capitulo 3
Analisis de la mision

En este capitulo se explicara la mision que se pretende estudiar, detallando
los objetivos especificos de la mision, las restricciones que deben cumplirse
para considerar la mision como satisfactoria, y las condiciones iniciales del
problema. Por ultimo, se expondra el criterio con el que se establecera si una
transferencia se considera externa o interna, y se explicaran las constantes
mas caracteristicas de la mision.

Como se ha visto, el objetivo de la mision es trasladar un satélite desde
la Tierra al punto L4 de Lagrange (en el sistema Tierra-Luna). En segundo
lugar, se busca analizar y estudiar las transferencias encontradas, determi-
nando cuales son mas eficientes. Las orbitas encontradas estaran definidas
principalmente por dos factores: el tiempo que se tarda en realizar la trans-
ferencia y el consumo necesario para llevarla a cabo. Ambos factores son
de especial interés a la hora de definir la idoneidad de la orbita, de manera
que, de forma general, cuanto menores sean el tiempo de traslado y el con-
sumo, mejor sera la trayectoria encontrada. Esta idoneidad dependera de
los requisitos de la mision.

3.1. Esquema de la mision

A fin de encontrar las orbitas que transfieran un satélite desde la tierra al
punto L4, es necesario definir la misiéon que se pretende simular. Para ello,
se deberan establecer las restricciones de la mision, asi como las condicio-
nes iniciales y el criterio que establezca si el resultado es valido o no.

En primer lugar, se puede establecer que la mision debe cumplir con los
siguientes requisitos:

1. La trayectoria debe comenzar en la Tierra
2. La trayectoria no debe colisionar con la Tierra ni con la Luna

3. La trayectoria debe terminar en el punto L4 de Lagrange
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Estas seran las principales restricciones del problema, que deberan cum-
plirse para considerarse que el resultado hallado es valido. Estos tres as-
pectos se explicaran en detalle en las siguientes secciones de este capitulo.

Una vez establecidos las restricciones basicas, se debe definir cual sera el
aporte energético del vehiculo. Existen varias formas de aportar la ener-
gia necesaria para transferir al satélite al punto L4, como por ejemplo, el
impulso simple, el doble impulso, o el bajo impulso continuo. En nuestro
trabajo, utilizaremos un sistema de doble impulso, debido a su versatilidad
y elevada eficiencia. El primer impulso sera el impulso inicial que producira
el comienzo de la transferencia. El segundo impulso se realizara una vez el
satélite haya llegado al punto L4, a fin de que este satélite se quede en las
inmediaciones de dicho punto.

Ademas de definir las restricciones establecidas, y el método de aporte ener-
gético, sera necesario establecer el método de parametrizacion de las con-
diciones iniciales. Estas condiciones iniciales estableceran el estado del sa-
télite (la posicion y la velocidad) en el momento del primer impulso, a fin
de que el algoritmo propagador pueda simular el movimiento del satélite a
partir de dicho estado inicial y el primer impulso, para comprobar si las
restricciones establecidas se cumplen.

La figura 3.1 muestra un esquema de la mision que debe cumplirse para
que el resultado hallado en el algoritmo se considere valido. Notese que la
primera restriccion (Salida de la Tierra) esta incluida a través de las con-
diciones iniciales. Asi mismo, se puede observar que la tercera restriccion
(Llegada a L4) se cumple a través de dos criterios: en primer lugar, que el
satélite llegue a las cercanias de L4, y en segundo lugar, que el vehiculo no
se aleje indefinidamente de L4 tras el segundo impulso, tal y como se vera
en la seccion 3.4.

[ Resultado no valido

No

Condiciones
iniciales

Primer
impulso

4Orbita en
tornoa L4?

illegada a
L4?

Segunda

Resultado valido

Figura 3.1: Esquema de la mision que debe cumplirse para que el re-
sultado se considere como valido.
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3.2. Orbita de aparcamiento terrestre

Como se ha visto, el primer criterio para definir la trayectoria entre la Tierra
y el punto L4 es que dicha transferencia comience en la Tierra. Un estudio
mas detallado podria incluir el proceso de lanzamiento del satélite desde la
superficie terrestre. Sin embargo, este analisis es complejo y queda fuera
del alcance de este trabajo. Por ello, se introducira la siguiente simplifica-
cion: asumiremos que el satélite comienza su mision desde una orbita de
aparcamiento terrestre.

El uso de una orbita de aparcamiento terrestre como condicion inicial de
la mision es una practica comun, debido a la simplificacion de los calculos
que deben realizarse [7]. Ademas, esta consideracion es realista, ya que
en la mayoria de los casos los satélites interplanetarios son situados en
orbitas de aparcamiento terrestres como etapa inicial de la transferencia.
Esto se debe a las limitaciones de los centros de lanzamiento terrestres
[12]. En la mayor parte de las misiones interplanetarias se necesita iniciar
la trayectoria en una posicion muy concreta, mientras que los centros de
lanzamiento no presentan polivalencia geografica, debido a su bajo numero.
Por ello, es necesario lanzar el satélite desde estos emplazamientos hasta
una orbita de aparcamiento terrestre, y una vez ahi, esperar al momento y
posicion idoneos para iniciar la transferencia interplanetaria.

Por ello, en este estudio asumiremos que el satélite ya se encuentra en
la orbita de aparcamiento terrestre al inicio de la mision, y usaremos la
posicion y la velocidad del satélite en dicha orbita como condiciones iniciales
para la trayectoria entre la Tierra y el punto L4 de Lagrange.

Existen multitud de orbitas de aparcamiento terrestre que se pueden utili-
zar. En nuestro caso, emplearemos una oOrbita circular, a fin de simplificar
el calculo de la velocidad inicial. Ademas, usaremos una orbita de aparca-
miento cuyo plano orbital coincida con el plano orbital de la Luna, de mane-
ra que no sea necesario introducir una velocidad en el eje z (perpendicular
al movimiento orbital), reduciendo asi el consumo de la transferencia. Por
ualtimo, se escoge una altitud de 167 km, por ser una orbita de aparcamien-
to bastante comun en las transferencias cislunares [7]. De esta manera, la
posicion inicial del satélite queda definida.

La velocidad inicial del satélite (antes del primer impulso) se puede calcular
facilmente utilizando las ecuaciones de las orbitas circulares, de la siguiente
manera [8]:

V= (3.1)
ToAT

donde V, es el modulo de la velocidad del satélite en la 6rbita de aparcamien-
to circular, ror es la distancia entre la orbita de aparcamiento terrestre y
el centro de la Tierra y u; es el parametro gravitacional estandar de la Tie-
rra. El radio de la 6rbita de aparcamiento terrestre se puede definir de la
siguiente manera:
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roar = hoar + Rr, (3.2)

siendo Ry el radio de la Tierra y hpar la altitud de la orbita de aparcamiento
terrestre, que en nuestro caso sera de 167 km.

3.3. Colision con la Tierra o la Luna

Una vez establecido el estado inicial del satélite, se puede proceder a realizar
la integracion de las ecuaciones de movimiento que rigen el comportamiento
del satélite tras el primer impulso. Este calculo nos permitira conocer la
posicion, velocidad y aceleracion del satélite en cada instante de tiempo.

A fin de poder validar la trayectoria del satélite, es necesario que ésta cum-
pla una serie de condiciones. La primera de todos sera cumplir el requisito
de no colisioén, tanto con la Tierra como con la Luna [12]. Para ello, se debe
definir la distancia a partir de la cual se considera que el satélite ha colisio-
nado con la Tierra o con la Luna. En el primer caso, esta restriccion debe
tener en cuenta la atmosfera terrestre, ya que si el satélite se interna en ella,
aunque no se produjera una colision, se produciria una deceleracion debi-
do a la resistencia aerodinamica, que modificaria el movimiento del satélite
y, por lo tanto, imposibilitaria la trayectoria calculada. Por ello, se impone
una distancia de colision terrestre superior al radio de la Tierra. A fin de
ser conservadores, se impone como primera condicion que la distancia en-
tre la superficie terrestre y el satélite nunca sea menor que la altitud de la
orbita de aparcamiento inicial. Como segunda condicion, se establece que
la distancia entre el satélite y la superficie lunar nunca debe ser inferior a
los 100km.

En el algoritmo desarrollado se impondran estas condiciones en cada paso
de la integracion, de manera que solo las trayectorias que las cumplan seran
consideradas soluciones viables.

3.4. Criterio de llegada al punto L4 de Lagrange

Como se ha visto, el objetivo de la mision debe ser posicionar el vehiculo en
el punto L4 de Lagrange. Para ello, es necesario establecer la distancia a la
que consideramos que “se ha llegado” a dicho punto y estudiar el compor-
tamiento del vehiculo una vez posicionado en dicho punto. Esto se debe a
que dicho punto es un punto tedrico en el espacio, y por lo tanto, no tiene
dimensiones. Por ello, desde un punto de vista numeérico, sera imposible
que la trayectoria del satélite coincida exactamente con el punto L4 de La-
grange. Es por tanto necesario establecer una distancia a L4 a partir de la
cual se considera que el satélite ha alcanzado su destino. Ademas, debido
a que la distancia respecto a L4 no sera nula, y a la perturbacion produ-
cida por la atraccion gravitatoria solar, sera imposible que el satélite quede
estatico en el punto L4. Es por ello necesario estudiar el comportamiento
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del satélite una vez posicionado en las cercanias de L4 para determinar si
el movimiento del vehiculo, una vez posicionado, es aceptable.

Punto de aplicacion del segundo impulso

Lo primero que debemos definir es la distancia a la cual consideramos que
el satélite esta posicionado en L4, ya que la localizacion del punto L4 es teo-
rica. Una vez alcanzada dicha distancia, un segundo impulso podra anular
la velocidad del satélite, posicionandolo en las inmediaciones de L4 con
velocidad nula. Sin embargo, se necesita establecer cual es la distancia ma-
xima a la que debe colocarse un satélite con velocidad nula para mantener
una posicion estable entorno a L4. La seleccion de este valor es subjetiva
y dependera de la exactitud con la que queramos colocar el satélite en di-
cho punto y la distancia maxima respecto a L4 a la que queramos que se
mantenga el satélite tras el segundo impulso.

1.015 . . . . .

1.01 ]

1.005 |

r Tk

0.995 |
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o 05 1 15 2 25 3 35

@

Figura 3.2: Zona de estabilidad en torno a L4 para velocidad inicial
nula, en coordenadas polares (r en distancia adimensional y ¢ en radia-
nes), obtenida de [17]

La Figura 3.2 muestra una grafica con la zona en la que se puede situar
un cuerpo con velocidad nula para mantener una orbita estable en torno
al punto L4. La grafica se muestra en ejes polares, donde ¢ representa el
angulo entre el vector Tierra-Luna y el vector Tierra-Satélite. Esta figura se
ha calculado a través de las ecuaciones del problema de los tres cuerpos (sin
la presencia del Sol), pero es util para seleccionar una distancia maxima
preliminar para que se produzca el segundo impulso. Se puede observar
que, para valores de ¢ cercanos a 1.05 radianes (posicion angular respecto
al vector Tierra-Luna del punto L4 de Lagrange), la maxima distancia para
asegurar estabilidad es aproximadamente de 1.01 DU. Esto quiere decir
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que cualquier satélite situado a una distancia mayor de 0.01DU del punto
de Lagrange no mantendra una orbita estable entorno a dicho punto. Por
lo tanto, se ha fijado en el algoritmo que el valor maximo a la que se puede
ejecutar el segundo impulso sea de 0.01DU (3.844km). Dicho de otra forma,
en el programa se establece que si la distancia minima entre la trayectoria
del satélite y el punto tedrico de L4 es menor que 0.01DU, se considera que
el satélite ha llegado a L4. Una vez confirmado que se cumple dicho criterio,
se establece que la posicion de llegada es el punto de menor distancia a L4.

Orbita en torno a L4 y perturbacién solar

Una vez establecido donde se debe efectuar el segundo impulso, es necesario
analizar como es el movimiento del vehiculo entorno al punto L4. Desde un
punto de vista teorico, y teniendo en cuenta solo la presencia de la Tierra
y la Luna, seria posible que el saté€lite describiera una orbita estable en
torno al punto L4 sin necesidad de efectuar ninguna correccion o ajuste de
trayectoria [18]. Algunos ejemplos de estas orbitas se pueden observar en la
Figura 3.3. A fin de obtener esta orbita estable tedrica inicamente habria
que efectuar un impulso contrario a la direccion del movimiento del satélite
en el momento en que éste cruce el semieje mayor de la orbita eliptica que
se quiera obtener (que coincide con la perpendicular al vector Tierra-L4).

0.8663

0.8662 |-

04874 04875 048756 04877 04878 04879 0488 04881 04862 04883
X

Figura 3.3: Orbitas tedricas entorno al punto L4, en ejes adimensiona-
lizados con la distancia Tierra-Luna [3]

La Figura 3.4 muestra un esquema de una orbita eliptica teorica en torno al
punto L4. Se puede observar que dicha o6rbita esta orientada de forma que
el semieje menor coincide con la direccion del vector Tierra-L4. Asi, el se-
gundo impulso se efectuaria en el punto en el que la trayectoria del satélite
cruzase el semieje mayor de la orbita eliptica que se quiere alcanzar, de mo-
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do que el impulso solo tenga componente en la direccion de la trayectoria,
minimizando el consumo.

Point of
intersection

L?

\ Elliptic orbit

frajectory

Figura 3.4: Esquema de una orbita eliptica en torno a L4 y punto de
aplicacion del segundo impulso [4]

Sin embargo, esta orbita es solo tedrica, ya que no tiene en cuenta el efecto
de la perturbacion solar. Debido a la distancia del punto L4 respecto a la
Tierra y la Luna, una orbita en torno al punto L4 se ve altamente influen-
ciada por la atraccion gravitatoria del Sol. Por ello, es necesario realizar
correcciones constantes si se quiere mantener el satélite en una orbita elip-
tica perfecta [3].

El efecto de la perturbacion solar no depende tinicamente de la mera pre-
sencia del Sol, sino también de su posicion relativa al sistema Tierra-Luna,
de manera que las correcciones dependeran del momento en el que se al-
cance el punto L4 [5]. El efecto de la perturbacion solar se puede medir
comparando la aceleracion producida por el sistema Tierra-Luna, y la ace-
leracion producida por el Sol. Estas dos aceleraciones se pueden expresar
matematicamente de la siguiente manera [5]:

1_ " — _»me —
Gy = — 3“f—u<f—f3+rme), (3.3)
r T_rme|
— F_Fise Fse
CLSI—/J,S( S— 3—|— = 3) , (34)
’T_Tse‘ |Tse’

donde d., y ds; son las aceleraciones debido a la Tierra-Luna y al Sol res-
pectivamente, 7,,. y 7 son los vectores que unen el centro de la Tierra con
la Luna y el Sol respectivamente, y 7 es el vector que une el baricentro
Tierra-Luna y el satélite. La influencia de la perturbacion solar se puede
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medir dividiendo ambas aceleraciones. Es importante destacar que, como
se ha comentado, la aceleracion debido a la perturbacion solar depende de
la posicion del Sol, por lo que el valor del cociente entre las aceleraciones
no sera constante, sino que variara con el tiempo. Es posible calcular cual
es el maximo valor de dicho cociente, de la siguiente manera:

- > (3.95)
[

En la Figura 3.5 se muestra el valor de f,, (el cociente entre las aceleraciones
debido a la perturbacion solar y el efecto Tierra-Luna) en la zona cislunar,
expresado en porcentaje. Se puede observar que el valor de f,, en las inme-
diaciones de la Tierra es practicamente nula, pero que en la zona cercana al
punto L4 el valor de f,, se incrementa hasta el 1%. Aunque pueda parecer
poco, es suficiente para que la perturbacion solar impida la estabilidad en
una orbita en torno al punto L4.

fy 1%)
2 ' Al
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Figura 3.5: Efecto de la perturbacion solar en las cercanias a la Tierra
(5]

Por ello, sera necesario estudiar el efecto de dicha perturbacion solar en el
satélite tras el segundo impulso, analizando si es suficiente para expulsar al
satélite de las inmediaciones del punto L4, tal y como se vera en la siguiente
seccion.
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Maxima distancia orbital en torno a L4

Como se ha visto en la seccion 3.4, una vez el satélite ha llegado al punto L4
(es decir, su distancia minima al punto L4 es menor a 0.01DU), se impone
un segundo impulso (AV;) que anula la velocidad del satélite, dejandolo
orbitando en torno al punto L4. La magnitud de la orbita en torno a L4 (es
decir, la distancia maxima a la que se encuentre el satélite durante la orbita)
dependera de la posicion en la que se aplique el segundo impulso. Debido
a la dinamica del problema de los 3 cuerpos y de la presencia del Sol, esta
magnitud no dependera unicamente de la distancia con L4, sino también
de la posicion relativa a la Tierra, la Luna, y el Sol.

Esta distancia sera importante para definir qué trayectorias se consideran
“orbitando” en torno a L4 y cuales no, después del segundo impulso. Una
vez impuesto el segundo impulso, se calculara el movimiento del satélite,
fijando la condicion de que si el satélite supera una distancia maxima pre-
establecida respecto a L4, se descartara la trayectoria.

Este valor maximo respecto a L4 tras el segundo impulso ((R+),,,,) €S tam-
bién un valor que debe estimarse, ya que no existe un criterio unificado que
imponga a partir de qué distancia ya no se considera “orbitando” L4 [5]. Por
ello, se estudiara el movimiento de un satélite en torno a L4 para decidir qué
distancia maxima establecer. Es importante entender que la presencia del
Sol modifica significativamente esta variable, como se vera mas adelante.
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Figura 3.6: Distancia maxima orbital en torno a L4 con respecto a la
distancia inicial de la orbita, sin perturbacion solar.

Para determinar esta distancia, se estudiara primeramente el movimiento
de un satélite en torno a L4 sin la perturbacion solar, a fin de encontrar
los valores maximos que se obtienen. La Figura 3.6 muestra las distancias
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maximas de las orbitas en torno a L4 (sin el efecto del Sol) con respecto a la
posicion inicial del saté€lite con respecto al punto L4.

Se puede observar que la distancia maxima orbital crece al aumentar la
distancia inicial de la orbita, aunque esta relacion no es lineal, y se pueden
hallar casos en los que la distancia inicial es muy elevada pero la distancia
maxima orbital es relativamente baja. Ademas, se parecia que imponiendo
una distancia inicial menor a 0.01DU, en orbitas sin perturbacion solar, la
maxima distancia orbital es de 0.2897DU (111.361 km).

La consideracion de este parametro afecta directamente al numero de solu-
ciones obtenidas, ya que una distancia maxima baja elimina un alto namero
de resultados posibles. En la Figura 3.7 se muestra una grafica en la que se
observan las soluciones obtenidas segun se varia la distancia maxima res-
pecto a L4 tras el segundo impulso. En esta figura se puede comprobar que
esta cantidad aumenta con el incremento de la distancia orbital maxima,
aunque a partir de cierto punto este crecimiento se ralentiza.
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Figura 3.7: Numero de soluciones obtenidas con respecto a la distancia
maxima orbital establecida, con perturbacion solar

En vista de los resultados obtenidos, se prioriza el poder encontrar el ma-
ximo numero de resultados posibles por encima de la exactitud orbital. Se
impone, asi mismo, que la distancia maxima con perturbacion solar no so-
brepase la distancia maxima sin perturbacion solar, que se ha establecido
en 0.2897DU. Por lo tanto, se aproxima el resultado obtenido y se impone
que la maxima distancia respecto al punto teodrico de L4 tras el segundo
impulso (Max (R,w),,,.) sea de:

max

Mazx (Ro) = 0.3DU

max
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3.5. Parametrizacion de las condiciones inicia-
les

Para poder establecer cual es la mision que el algoritmo debe resolver, ade-
mas de definir las restricciones (punto de partida, criterio de colision, y
criterio de llegada a L4), es importante establecer como se van a parametri-
zar las condiciones iniciales del satélite. Estas condiciones iniciales deberan
establecer el estado inicial de la simulacion y, ademas de ser necesarias pa-
ra simular la mision, nos permitiran realizar un estudio comparativo entre
todas las trayectorias posibles. A fin de poder estudiar estas condiciones
de manera eficiente, se busca reducir el numero de parametros al minimo
posible.

Tal y como se ha visto al estudiar las ecuaciones del problema restringido
de los cuatro cuerpos, el comportamiento del satélite a lo largo de toda la
trayectoria dependera de su posicion con respecto al centro de coordena-
das, de su distancia a la Tierra, su distancia a la Luna, su distancia al Sol,
asi como de su velocidad, en cada eje. En un primer analisis se puede ob-
servar que el movimiento del satélite depende de 9 variables (tres para la
posicion, tres para la velocidad, y tres para las distancias a los tres cuerpos
involucrados). Sin embargo, es facilmente demostrable que estas variables
estan relacionadas entre si.

En primer lugar, una vez conocida la posicion de la Tierra y de la Luna
en los ejes de referencia (la Tierra en [—x,0,0] y la Luna en [1 — 4,0,0]),
la distancia del satélite respecto a la Tierra y la Luna se puede calcular
facilmente conociendo la posicion del vehiculo. La distancia con respecto al
Sol es mas compleja, ya que precisa conocer la posicion del Sol respecto
al sistema de coordenadas. Sin embargo, como la distancia entre el centro
de coordenadas y el Sol se asume constante, se puede definir la posicion
del Sol con un unico angulo. Ademas, en las hipotesis del problema se ha
establecido que el movimiento se produce en el plano de rotacion de la Luna,
por lo que la tercera componente de la posicion y de la velocidad se puede
eliminar. De esta manera, reducimos las variables a cinco: la posicion inicial
(dos variables), la velocidad inicial (dos variables) y la posicion del Sol (una
variable).

El numero de variables se puede reducir mas aun si se tiene en cuenta la
condicion inicial impuesta, en la que se supone que el satélite comienza la
maniobra desde una orbita de aparcamiento terrestre. Esta orbita es circu-
lar, de un radio conocido, y por lo tanto inicamente es necesario definir un
angulo para determinar la posicion del satélite. De forma similar, al encon-
trarse en una orbita circular y en base a la condicion establecida de que el
primer impulso debe ser tangencial a la orbita de aparcamiento, se puede
establecer la velocidad inicial del satélite con una tnica variable que repre-
sente una proporcion entre el modulo de la velocidad inicial y el médulo
de la velocidad orbital en la orbita circular, quedando la direccion de dicha
velocidad impuesta por la posicion del satélite.
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De esta manera, el estado inicial del satélite se puede establecer con solo
tres variables:

» Posicion en la orbita aparcamiento («)
= Modulo de la velocidad tras el primer impulso (5)

» Posicion del Sol (0)

Posicion en la orbita aparcamiento ()

Vo Il o, Tfjl

Earth

Figura 3.8: Esquema de la posicion inicial del satélite, mostrando el
angulo «

La posicion en la orbita de aparcamiento se puede caracterizar utilizando
una unica variable, «, que se definira como el angulo que forma el vector
Tierra-Lunay el vector Tierra-Satélite [7]. En la Figura 3.8 se muestra un es-
quema de la posicion inicial del satélite y el angulo «. Debido a la geometria
circular de la orbita aparcamiento, la posicion del satélite en coordenadas
rotatorias se podra calcular de la siguiente manera:

xo = roarcos(a), (3.6)

Yo = roarsen(a), (3.7)

donde z, y y, representan respectivamente las coordenadas (z,y) iniciales, y
roar representa la distancia de la orbita circular de aparcamiento respecto
al centro de la Tierra, calculada como:

Ry + hoar

= 3.8
TOAT DU ) ( )
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siendo Ry el radio de la Tierra, hpar la altitud de la orbita de aparcamiento
circular, y DU la unidad de distancia (es decir, la distancia media entre la
Tierra y la Luna, tal y como se ha visto en la seccion 3.7)

Modulo de la velocidad tras el primer impulso (/)

El segundo parametro necesario para definir la condicion inicial del satélite
en el momento del primer impulso es la 3, y lo definiremos como el cociente
entre el modulo de la velocidad del satélite tras el primer impulso y la ve-
locidad orbital del satélite en la orbita circular de aparcamiento, antes del
primer impulso [7]:

_ %

5 A (3.9)

donde V; es el modulo de la velocidad tras el segundo impulso y V, es la
velocidad orbital en la orbita de aparcamiento, que puede calcularse de la
siguiente manera [7]:

R Gl D) (3.10)
ToAT

Una vez conocido el modulo de la velocidad tras el segundo impulso, se pue-
de calcular las componentes de la velocidad inicial de la siguiente manera
[71:

o = — (Vo — roar)sen(a), (3.11)

Yo = (Vo — roar)cos(a). (8.12)

A diferencia del caso de «, los limites del valor de 5 no son tan directos. En
un primer analisis se podrian imponer dos limites obvios: el limite inferior
de 1 (ya que no podemos llegar al punto L4 con menos velocidad de la que
tenemos en la 6rbita aparcamiento), y el limite superior en v/2, ya que esa es
la velocidad de escape del satélite (por encima de dicha velocidad, el satélite
no orbitaria entorno a la Tierra en su trayectoria hasta L4).

Sin embargo, el limite inferior puede ser mas ajustado, ya que si la velocidad
inicial es demasiado pequena no se tendra la energia suficiente para llegar al
punto L4. Por lo tanto, se puede realizar un estudio energético para definir
el limite inferior de 5. Esto es posible gracias a los fundamentos teéricos
presentados en la seccion 2.3, en los que se ha visto que la energia que
posee un cuerpo orbitando en torno a la Tierra y la Luna define una serie de
zonas prohibidas (regiones de Hill) en las que el satélite no puede entrar sin
aumentar su energia. De esta manera, conociendo la energia necesaria para
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llegar al punto L4, se puede encontrar la velocidad inicial minima teodrica (es
decir, el minimo de ().

Para ello, debemos calcular la constante de Jacobi de un hipotético satélite
localizado en el punto L4 y sin movimiento relativo a dicho punto. Este
calculo es sencillo ya que conocemos la posicion exacta del punto L4, y la
velocidad de este hipotético satélite es nula respecto a la Tierra. Con esta
informacion y las ecuaciones de la seccion 2.3, podemos calcular:

Cy =2.988

Con esta informacion, se puede encontrar cual es la velocidad inicial en la
orbita de aparcamiento que cumple con dicha constante de Jacobi, obte-
niendo el siguiente resultado:

Bonim = 1.3983

Por lo tanto, los limites de  seran de:

p € [1.3983,1.4142].

Por debajo de ese valor no se tendra energia suficiente para llegar al punto
L4, y por encima el satélite habra escapado de la orbita terrestre. Se puede
observar que el rango de opciones no es muy elevado. Esto es coherente con
lo que conocemos de las regiones de Hill de la seccion 2.3, que establece que
la energia necesaria para llegar al punto L4 es muy elevada. Definiendo una
orbita terrestre de 167km de altitud y recordando el valor de la Unidad de
Velocidad de la seccion 3.7, se puede ver que la velocidad inicial necesaria
para llegar al punto L4 de Lagrange debe encontrarse en el rango:

vo € [10.912,11.036]m/s

Por lo que las velocidades posibles solo cubren un rango de 124 m/s.

Posicion del Sol ()

Por ultimo, tenemos que establecer el parametro que defina la posicion del
Sol en el momento del primer impulso. Debido a la hipétesis de que la dis-
tancia entre el centro del sistema de referencia y el Sol es constante, y
asumiendo que el Sol gira con respecto al centro de coordenadas con una
velocidad constante, se puede definir la posicion del Sol utilizando un uni-
co angulo. Este angulo se conocera como ¢ y se define como el angulo que
forma el vector Tierra-Sol y el vector Tierra-Luna en el momento del primer
impulso. Notese que 6 es igual a cero cuando el vector Tierra-Sol y el vector
Tierra-Luna estan alineados.
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Esta posicion del Sol respecto a la Tierra es en realidad un factor tempo-
ral, ya que la velocidad de rotacion es constante. Considerando el origen de
tiempos el momento en el que el vector Tierra-Sol y el vector Tierra-Luna
coinciden (es decir, el momento en el que Tierra-Luna-Sol estan alineados,
en dicho orden), se puede calcular la posicion del Sol sabiendo cuando tiem-
po ha pasado, de la siguiente manera:

0(t) = w, - 1, (3.13)

donde w; es la velocidad de rotacion solar. Una vez conocido este angulo, y
asumiendo que la velocidad de rotacion es constante, podemos calcular el
tiempo inicial, estableciendo el cero en el momento en el que el angulo entre
el vector Tierra-Sol y el vector Tierra-Luna es nulo.

3.6. Transferencias Externas e Internas

Otra restriccion que debe establecerse a fin de definir la mision es el tipo
de orbita que buscamos. A la hora de analizar las transferencias de baja
energia, comunmente se pueden clasificar como transferencias externas o
transferencias internas, segun el comportamiento del satélite y la distancia
respecto a la Tierra. Las orbitas externas se caracterizan principalmente
por ser mas sensibles al efecto de la presencia solar, ya que tal y como se
ha visto en la Figura 3.5, a distancias superiores a 3 veces la distancia
Tierra-Luna, la contribucion de la presencia solar supera el 25 %.

En la mayor parte de la bibliografia sobre 6rbitas de baja energia se suelen
considerar como orbitas externas todas aquellas cuyo apogeo (maxima dis-
tancia con respecto a la Tierra) sea al menos 4 veces mayor que la distancia
entre la Tierra y la Luna [7]. Debido a esta elevada distancia, el efecto de la
perturbacion solar es elevado. Esta influencia se puede aprovechar positiva-
mente en la trayectoria del satélite, permitiéndole alcanzar mayores niveles
de energia con menores impulsos iniciales [9]. Por otro lado, las trayectorias
internas suelen desarrollarse principalmente en la zona cislunar, y por lo
tanto, el efecto solar es considerablemente reducido en este tipo de orbitas.

En la seccion 5.4 se estudiaran las transferencias externas que se hayan
encontrado en el analisis de posibles trayectorias, y se compararan sus
caracteristicas con las trayectorias internas calculadas.

3.7. Constantes del problema

Una vez establecida y definida la mision, es util definir una serie de para-
metros a fin de simplificar el estudio de las trayectorias encontradas, de
forma que nos permita estudiar los resultados de manera mas eficiente. La
mayoria de estas constantes se utilizan para poder adimensionalizar las va-
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riables del problema, a fin de obtener resultados coherentes y comparables,
y facilitar el estudio del problema. Se definen las siguientes constantes:

Longitud Caracteristica (DU)

La longitud caracteristica es la distancia que se utiliza para adimensionali-
zar todas las demas distancias, a fin de escalar los resultados obtenidos y
simplificar su estudio. Esta longitud se define como la distancia media en-
tre el centro de la Tierra y el centro de la Luna [7], y se denomina “DU” por
sus siglas en inglés “Distance Unit”. El valor de esta longitud caracteristica
es:

DU = 3,84405 - 10® km

Tiempo Caracteristico (TU)

El tiempo caracteristico es el tiempo que se utiliza para adimensionalizar
todos los tiempos del problema, y se define como el tiempo que tarda el
sistema Tierra-Luna en dar una vuelta completa en torno a su baricentro
[7], y se denomina “TU” por sus siglas en inglés “Time Unit”. El valor de este
tiempo caracteristico es de:

TU = 4.34811305 days

Masa Caracteristica (MU)

La masa caracteristica es la masa con la que se adimensionalizaran el resto
de las masas. Se define como la suma de las masas de la Tierra y de la
Luna, y se conoce como “MU” por las siglas en inglés de “Mass Unit”. Su
valor es de:

MU = 6,0459 - 10** kg

Masa solar adimensionalizada ()

Es la masa solar, adimensionalizada con la masa caracteristica. Este pa-
rametro se utilizara para poder calcular el efecto de la perturbacion solar
sobre el satélite, en comparacion al efecto del sistema Tierra-Luna. El valor
de esta constante es de:

ms = 3.28000541 - 10°

Distancia Sol-(Tierra-Luna) adimensionalizada (p)

Es la distancia entre el centro del Sol y el baricentro Tierra-Luna, adimen-
sionalizado con la longitud caracteristica. Esta distancia se utilizara para
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calcular el efecto de la perturbacion solar en cada instante, y se considera-
ra constante, ya que la orbita eliptica que experimenta el baricentro Tierra-
Luna respecto al Sol es practicamente circular. El valor de esta constante
es:

p = 3.88811143 - 10?

Velocidad angular solar adimensionalizada (w;)

Es la velocidad angular del Sol respecto al baricentro Tierra-Luna, adimen-
sionalizada con el tiempo caracteristico. Este parametro se utilizara para
calcular el efecto de la perturbacion solar en cada instante, y se considera-
ra constante. El valor de esta constante es:

ws = —9.25195985 - 107!

Parametro masico Tierra-Luna (1)

Este parametro representa la relacion masica entre la Tierra y la Luna. De-
bido a la geometria del problema, también representa la relacion de distan-
cia entre la Tierra, la Luna, y el baricentro de sus masas. De esta manera,
se puede definir que el cociente entre la distancia Baricentro-Luna y la dis-
tancia Baricentro Tierra es de (1 — i)/u. El valor de esta constante se puede
calcular sabiendo la masa de la Tierra y de la Luna, de la siguiente manera:

masa Tierra 5,972 -10% kg
— =2 = 1.21506683 - 1072
B masa Luna 7,349 - 1022 kg

Es importante destacar que el parametro gravitacional estandar de la Tierra
también suele denominarse con la letra x. A fin de evitar confusiones entre
estos dos parametros, al parametro gravitacional estandar de la Tierra se
le denominara y,, mientras que la letra y se utilizara exclusivamente para
hacer referencia al parametro masico Tierra-Luna.

Otras constantes

Otras constantes de interés que se usaran a lo largo del analisis son el
radio de la Tierra (radio medio al nivel del mar), el radio de la Luna (radio
medio), y la altitud de la orbita aparcamiento. El valor de estas constantes
es, respectivamente:

Ry = 6378 km
R,, = 1738 km
hOAT =167 km
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Capitulo 4

Implementacion numérica

En este capitulo se explicara el proceso de implementacion numérica del
problema de los tres cuerpos, a través del software MATLAB. Se mostrara el
procedimiento de implementacion de las ecuaciones del problema restringi-
do bicircular de los cuatro cuerpos (BCR4BP) en el propagador, el método de
integracion de la trayectoria, y el proceso de verificacion del codigo obtenido.
El codigo completo puede ser consultado en el apéndice B.

Es importante mencionar que todos los calculos que se haran en el algo-
ritmo se haran utilizando parametros adimensionalizados, haciendo uso de
las constantes expuestas en la seccion 3.7. Los valores resultantes no se
redimensionalizaran hasta que no se vayan a mostrar, tanto en graficas co-
mo en tablas. Esto se hace a fin de simplificar los calculos y aumentar la
eficiencia del codigo.

4.1. Planteamiento del problema

Tal y como se vio en la seccion 3.1, el objetivo del trabajo es calcular to-
das las trayectorias posibles entre una orbita de aparcamiento terrestre y
el punto L4 de Lagrange (en el sistema Tierra-Luna). Para ello, se han es-
tablecido una serie de restricciones y condiciones, que definen el criterio
para validar los resultados que se encuentren. Como se ha explicado en la
seccion 3, la mision se puede dividir en una serie de etapas [7]:

1. El satélite se encuentra originalmente en una orbita circular de apar-
camiento de 167km de altitud.

2. En el instante “tiempo inicial” (¢;) se efectia un primer impulso (AV})
en la direccion tangencial a la orbita circular.

3. El satélite viaja libremente por el espacio gobernado por las ecuaciones
del problema restringido bicircular de los cuatro cuerpos (BCR4BP).

4. Al llegar a las cercanias del punto de Lagrange L4 (en el sistema Tierra-
Luna), en un tiempo final (/) se efectia un segundo impulso (AV;) que
anula la velocidad del satélite.
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5. El satélite queda orbitando en torno al punto L4 por al menos 430 dias.

Se puede obtener el consumo de la mision sumando la magnitud de los dos
impulsos (expresado como la variacion de velocidad obtenida), y el tiempo
total restando el tiempo de llegada y el tiempo de salida:

AVr = AVy + AV, 4.1)

Ay =t;—t, 4.2)

donde AVr es el impulso total necesario, AV; es el impulso aplicado en el
momento inicial (aun en la 6rbita de aparcamiento terrestre), AV; es el se-
gundo impulso (aplicado en el punto mas cercano de la trayectoria al punto
L4 de Lagrange), A, es el tiempo total transcurrido entre los dos impulsos, t;
es el tiempo en el que el satélite aplica el segundo impulso y ¢; es el tiempo
en el que el satélite aplica el primer impulso [7].

A fin de simplificar el calculo de la trayectoria, se asumiran algunas hipoéte-
sis que, a pesar de no ser estrictamente ciertas, se aproximan lo suficiente
a la realidad como para poder sacar conclusiones del analisis [8]. De esta
forma, los resultados obtenidos permitiran disenar el proceso de la mision,
estudiar la influencia de los diferentes parametros involucrados y entender
las diferentes opciones de trayectorias existentes. Ademas, las soluciones
calculadas serviran como punto de partida para poder realizar estudios mas
detallados en el futuro. Las hipotesis consideradas son las siguientes:

= El movimiento se efectiia en 2 dimensiones, segun el plano de rotacion
de la Luna en torno a la Tierra.

» El plano de rotacion de la Luna y del Sol se suponen coincidentes.

= No existen perturbaciones mas halla de las gravitacionales producidas
por la Tierra, la Luna y el Sol.

= La masa del satélite se desprecia frente a la masa del resto de cuerpos
(Tierra, Luna y Sol).

= Se asume que el radio de la Tierra y el radio de la Luna son constantes,
formando una esfera perfecta.

= Se asume que la distancia entre la Tierra y la Luna es constante, sim-
plificando la 6rbita lunar como 6rbita circular.

= Se asume que la distancia entre la Tierra y el Sol es constante, simpli-
ficando la orbita terrestre como orbita circular.

Estas simplificaciones son comunmente utilizadas por los investigadores
para obtener resultados preliminares de trayectorias orbitales, ya que man-
tienen la dinamica basica del problema de los tres cuerpos [19]. Estas consi-
deraciones son posibles debido a la excentricidad de las orbitas de la Tierra

Pagina 63 de 141



Implementacion numérica Jose A. Reina

y de la Luna, que son 0.0167 y 0.0549 respectivamente (practicamente cir-
culares), y la inclinacion orbital de la Luna, de 5 grados [7].

4.2. Implementacion de las condiciones inicia-
les

Tal y como se ha visto en la seccion 3.5, se van a usar tres parametros
para definir el estado inicial del satélite: La posicion inicial (o), la velocidad
inicial (5) y el tiempo inicial (§). Por lo tanto, el primer paso del algoritmo
desarrollado sera definir correctamente el estado inicial del satélite a partir
de estos tres parametros.

Para poder encontrar el maximo numero de soluciones posibles, habra que
simular el movimiento del satélite para el mayor numero posible de estados
iniciales. Cuantos mas puntos se analicen, mas fiables y completos serian
los resultados. Sin embargo, el incremento del numero de estados iniciales
estudiados aumenta significativamente el tiempo de computacion hasta ni-
veles prohibitivos. Es, por tanto, necesario establecer un numero finito de
estados iniciales que se vayan a simular. Es importante mencionar que los
valores de estos tres parametros estan limitados segun la fisica del proble-
ma.

El parametro « tiene un rango que abarca desde los cero grados hasta los
trescientos sesenta. A fin de mantener los tiempos de computacion dentro
de unos margenes aceptables, y basandonos en trabajos similares [8], se
establecen 360 puntos de estudio (np,), a fin de analizar la posicion inicial
del satélite con una precision de un grado.

a € [1,360] deg

np, = 360
El parametro f, tal y como se vio en 3.5, abarca un rango de posiciones
entre 1,3983 y 1,4142, siendo una diferencia de 0.016 unidades. A fin de
analizar el efecto de 5 con detalle suficiente, se impone un intervalo de

0.0005 unidades, lo cual significa un numero total de puntos de estudio
(npg) de 32.

B € [1.3983,1.4142].

npg = 32

El parametro 0 hace referencia a la posicion del Sol, por lo que su rango se
establece entre cero y trescientos sesenta grados. Sin embargo, el sistema
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es mucho menos sensible a la posicion del Sol que a la posicion inicial del
satélite (o) por lo que se ha decidido priorizar el tiempo de computacion,
reduciendo el numero de posiciones de 6 con respecto a los de a. Por lo
tanto, se ha establecido un numero de 36 puntos para 6.

6 € [0, 27|rad.

npg = 36

Una vez establecidos los rangos que abarcan los parametros iniciales, y
definidos cuantos puntos se van a analizar de cada uno, se puede calcular
el estado inicial del satélite en cada uno de esos puntos. El estado inicial
se puede expresar matematicamente con un vector de una fila y cuatro
columnas, con la siguiente estructura:

X = [z, y, &, 7], (4.3)

donde X es el vector de estado, z e y son las coordenadas de la posicion del
satélite en ejes rotatorios (solidarios a la Luna, con el eje = en la direccion del
vector Tierra-Luna) y & e y son la velocidad del satélite descompuesta en ejes
rotatorios. Notese que el vector de estado se representa en dos dimensiones,
ya que asumimos que z y 2 son nulas en todo momento. El valor de cada
componente de este vector se puede calcular de la siguiente manera [8]:

):(:(1) =ry-cos(a) — i
) X(2) =1 sin(a)
Estado Inicial = )§<3) (Vo — o) - sin(a) 4.4)
X(4) = (Vo —rg) - cos(a)

donde 7 es el radio de la orbita de aparcamiento, i es el parametro masico
Tierra-Luna, y V; es el modulo de la velocidad inicial, que se puede calcular
de la siguiente manera, tal y como se vio en la seccion 3.5:

vo:m/l;o“. (4.5)

El parametro 6, por otro lado, nos impondra el tiempo de inicio de la inte-
gracion que realizara el propagador. Este tiempo de inicio se puede calcular
de la siguiente manera:

donde w; es la velocidad angular solar adimensionalizada y el angulo 6 debe
ser introducido en radianes.
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De esta manera se obtiene el estado inicial del satélite, y el tiempo inicial de
integracion, para cada punto de estudio. El numero total de simulaciones
que se realizaran con el algoritmo puede ser calculado multiplicando el nu-
mero de puntos de analisis de cada uno de los tres parametros iniciales, de
la siguiente manera:

Ngim = npa - npg - npg = 360 - 32 - 36 = 414.720 4.7)

4.3. Programacion del propagador

Para poder calcular el movimiento del satélite a partir del vector de estado
inicial es necesario aplicar un propagador, es decir, un algoritmo que integre
el vector de estado en cada instante, aplicando las ecuaciones del problema
bicircular restringido de los cuatro cuerpos que se vio en la seccion 2.4.

A partir del vector de estado, se puede definir un nuevo vector con la deri-
vada del vector de estado, de la siguiente manera:

X = [X(3), X(4), as, a,), 4.8)

donde a, y a, son las aceleraciones del satélite, tal y como se explican en la
seccion 2.4. De esta manera, las primeras dos valores del vector derivada
son la velocidad del satélite (en cada uno de los ejes) y los siguientes dos
valores son las aceleraciones. Las dos aceleraciones se deben calcular a
partir de la teoria del problema bicircular restringido de los cuatro cuerpos,
que se pueden implementar de la siguiente manera:

G =2 X(4)+ X(1) = L0 XWw ) X0t

r(1)? A2)3
CX(1)—pcos(s)  cos(6y) (4.9)

TMs s T EEylE . T sz

(4.10)

donde a, es la aceleracion en el eje x, X es el vector de estado del satélite
en el instante estudiado, m, es la masa solar adimensionalizada, p es la
distancia Sol-(Tierra-Luna) adimensionalizada (véase la seccion 3.7), 0, es
el angulo entre el vector Sol-Tierra y el vector Tierra-Luna en el instante
estudiado, y el vector 7 es la distancia del satélite al centro de la Tierray al
centro de la Luna, que se calcula de la siguiente manera:
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F(1) = (X (1) + )2 + X (2
72) = (K1) = 1+ 2 + X(2)2 (4.11)
F(3) = /(X (1) — p- cos(8,))? + (X(2) — p- sin(6,))?

Una vez calculada la derivada del vector estado se puede utilizar un inte-
grador para calcular la posicion y la velocidad en el siguiente instante de
tiempo. De esta manera, se puede calcular la posicion del satélite en todo
el rango de tiempo estudiado, desde el estado inicial, hasta el final de la
mision.

Seria posible escribir un cédigo que realizase la integracion del problema.
Sin embargo, el programa MATLAB cuenta con varios integradores que pue-
den ser usados, y resultan mucho mas fiables. A continuacion se estudian
los prinicipales integradores de MATLAB.

4.4. Método de integracion

Una vez calculado el vector de estado del sistema y su derivada, se debe
realizar una integracion del problema para hallar la trayectoria del satélite.
La eleccion del método de integracion es una parte fundamental a la ho-
ra de implementar el problema, ya que dependiendo del esquema elegido
se obtendran soluciones mejores o peores. A fin de poder obtener resulta-
dos fiables, se busca un método de integracion cuyo resultado tenga un
exactitud elevada. Para ello, se analizan 4 métodos posibles, estudiando las
diferencias en los resultados. Las técnicas analizadas son:

= Método de Euler

= Método de Taylor

= Método de Adams-Bashforth
= Método de Runge-Kutta 45

La comparacion entre estos métodos se ha obtenido de la literatura [20].
En el presente documento no se hablara en detalle de cada uno de estos
meétodos ni se especificara el proceso de programacion de los mismos, ya
que no es el objetivo del documento. Por tanto, nos limitaremos a presentar
las diferencias entre ellos, obtenidas de [20], y seleccionar el que mejor se
adapte. La comparacion de estos métodos realizada por [20] se basa en el
analisis de un problema sencillo, como es el problema del péndulo. En la
Figura 4.1 se muestra el resultado de la integracion del movimiento del
péndulo segun los diferentes métodos de integracion:

Se puede observar que el unico método de integracion que se ajusta co-
rrectamente al movimiento teorico es el método Runge-Kutta 45 [20]. Esto
es coherente con lo observado en la mayoria de las investigaciones sobre
el problema de los tres cuerpos, que utilizan el método de Runge-Kutta 45
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Figura 4.1: Comparacion entre los diferentes métodos de integracion.
Imagen obtenida de [20]

para realizar la integracion numeérica [8]. En el caso de la implementacion
en matlab, la integracion a través del método de Runge Kutta se realiza con
la funcion ode45.

Por lo tanto, en el codigo se utilizara el método de integracion Runge-Kutta
a través de la funcion ode45. Para ello, se utiliza el comando:

[tiempo, estado] = 0de45()z, [ti, ti + dt], 20, Opt), (4.12)

donde X es la derivada del vector estado, tal y como se calculo en el apartado
anterior; ti es el tiempo inicial, tal y como se calcul6 en la ecuacion 4.6; dt
es el tiempo de integracion (el intervalo de tiempo que se quiere simular);
20 es el vector estado inicial, tal y como se establecio en la seccion 4.2; Opt
es una estrcutura de MATLAB en donde se seleccionan ciertos criterios de
integracion, como el error admisible, o el criterio de parada (por ejemplo, en
caso de colision); y [tiempo, estado] es la estructura de salida, compuesta por
el vector tiempo con todos los tiempos en los que se ha calculado el estado del
satélite, y la matriz estado con el vector estado del satélite en cada instante
estudiado.

A través de esta funcion, una vez integrado el problema, se puede obtener la
posicion del satélite para todo el periodo simulado, es decir, su trayectoria.
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4.5. Tiempo de integracion

El tiempo de integracion hace referencia a la cantidad maxima de tiempo
durante la cual el programa realizara la integracion a fin de encontrar una
posicion en la que la distancia con respecto a L4 sea suficientemente peque-
na para considerar que ha llegado a dicho punto. Este tiempo de integracion
es importante, ya que establece una frontera temporal, a partir de la cual se
considera que el satélite no puede llegar a L4. Por lo tanto, este parametro
de integracion supone de facto una condiciéon impuesta a la mision, basada
en un tiempo maximo de trayecto entre el momento del primer impulso y el
momento del segundo impulso.

La decision sobre qué tiempo maximo imponer es delicada, ya que no existe
un valor universal reglamentado a partir del cual una mision se considere
“inviable”. La mayoria de las misiones tienen sus propios requisitos en los
que se impone un tiempo maximo de trayectoria en base a las necesidades
especificas de los sistemas a bordo. Sin embargo, a pesar de que cada caso
es diferente y tiene sus propios requisitos temporales, a fin de establecer
una regla general, se puede asumir que cualquier trayectoria que supere
los 100 dias de duracion es de poco interés real [7].

Por lo tanto, en el algoritmo desarrollado, se establece que el tiempo maximo
de integracion (es decir, el tiempo de integracion), sera 23TU (aproximada-
mente 100 dias).

4.6. Comprobacion de restricciones

Una vez obtenida la posicion del satélite para todo el periodo simulado se
debe comprobar si la trayectoria obtenida cumple con todos los requisitos
impuestos. La primera restriccion (salida de la Tierra) no es necesaria com-
probarla, ya que las condiciones iniciales se han impuesto de manera que
siempre se cumpla esta restriccion. Sin embargo, las otras dos (colision y
llegada a L4) si habra que comprobarlas.

La colision con la Tierra o con la Luna se puede introducir como condicion
de parada en la funciéon ode45 de MATLAB, imponiendo que si se cumple
una de las siguientes condiciones, la integracion se detenga:

\/()?(1) — 14 )%+ X(2)? < 0.0048
\/(X’(l) + )2+ X(2)2 <0.017

Criterio = (4.13)

donde los valores 0,0048 y 0,017 hacen referencia respectivamente a la
distancia de colision de la Luna y de la Tierra adimensionalizadas, tal y
como se vio en la seccion 3.3. De esta manera, si alguno de esos dos criterios
se cumplen en cualquier momento de la integracion, la funcion ode45 se
detiene.
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La siguiente restriccion que hay que comprobar es la llegada al punto LA4.
Para ello, una vez obtenida la trayectoria completa, se calcula la distancia
respecto a L4 que ha tenido el satélite en cada punto de su trayectoria, de
la siguiente forma:

roa = | (X(1) =05 — p)? + (X'(z) - = (4.14)

donde r;4 es la distancia del satélite al punto L4 tedrico. Este vector nos
permite saber en todo momento la separcion entre el satélite y el punto L4,
de manera que para saber si el satélite ha alcanzado en algun momento la
posicion de L4, solo hace falta comprobar si algun valor de r;4 es menor a
0.01, tal y como se vio en el apartado 3.4.

Sin embargo, como se comento en la seccion 3.4, que el satélite haya al-
canzado la posicion de L4 no significa que después del segundo impulso el
satélite se mantenga en las inmediaciones de dicho punto. Para comprobar
esto, es necesario volver a aplicar el propagador durante un segundo perio-
do de simulacion, y comprobar que la distancia respecto a L4 se mantiene
por debajo de 0.3DU durante todo este segundo tramo, tal y como se explico
en la seccion 3.4. Para ello, se vuelve a ejecutar la funcion ode45, pero esta
vez, modificando la condicion inicial, de manera que la posicion inicial del
satélite en este segundo periodo de simulacion sea la posicion del segun-
do impulso (definido como el punto mas cercano al punto L4, es decir, la
posicion del satélite en el valor minimo de r14), y la velocidad inicial se nula.

De esta manera, el vector de estado que se utilizaria como condiciéon ini-
cial en el segundo periodo de simulacion se puede expresar de la siguiente
manera:

)_S)( ) )g(l) en min(rry)
X (2) = X(2) enmin(rpy)

X’( 1~ o (4.15)
X(4)=0

Estado Segunda Simulacin =

De esta manera, se obtiene una segunda matriz de estado, en la que figura
el movimiento del satélite después del segundo impulso. Al igual que con
el primer tramo de simulacion, se puede calcular la distancia del satélite al
punto L4 durante este periodo. Si dicha distancia supera el valor de 0.3DU
en algan momento, se considera que el satélite no esta orbitando satisfac-
toriamente el punto L4, y se considera que la trayectoria encontrada no
representa un resultado valido. Si por el contrario, la distancia nunca su-
pera 0.3DU, se considera que el satélite esta orbitando en torno a L4, y por
lo tanto, se define que la trayectoria encontrada es un resultado valido.

En resumen, para que una trayectoria se considere un resultado valido,
debe cumplir con los siguientes requisitos:
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1. No haber colisionado con la Tierra antes de llegar a L4
2. No haber colisionado con la Luna antes de llegar a L4

3. Que el minimo valor de r;4 en la primera parte de la simulacion sea
menor de 0.01DU

4. Que el maximo valor de r;4 en la segunda parte de la simulacion (des-
pués del segundo impulso) sea menor de 0.3DU

Una vez cumplida estas condiciones, se da por valido el resultado, y se
almacenan todos sus datos.

4.7. Almacenamiento de datos del resultado

Una vez se ha confirmado que una trayectoria cumple con todos los requi-
sitos para ser considerada un resultado valido, se guardan los datos para
poder analizarlos posteriormente. Los datos que se guardan son los siguien-
tes:

Posicion inicial («)

» Velocidad inicial (/)

» Tiempo inicial (0)

= Posicion del satélite en cada instante de tiempo (trayectoria)

» Velocidad del satélite en cada instante de tiempo

= Aceleracion del satélite en cada instante de tiempo

» Distancia respecto a L4 en cada instante de tiempo

= Vector de tiempos

» Minima distancia a L4 durante la trayectoria

= Posicion del satélite en el momento de minima distancia respecto a L4

= Velocidad del satélite en el momento de minima distancia respecto a
L4

= Tiempo en el que se ha producido el primer impulso
» Tiempo que ha tardado el satélite en llegar a L4

» Distancia respecto a L4 posterior al segundo impulso
» Trayectoria del satélite posterior al segundo impulso

Una vez almacenados todos los datos, se pueden dibujar las graficas nece-
sarias y obtener las tablas que nos permitan analizar el comportamiento del
satélite en cada trayectoria encontrada, asi como comparar los resultados
de cada trayectoria encontrada. El algoritmo utilizado para dibujar las gra-
ficas y sacar las tablas no se explicara en este documento, ya que no tiene
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relacion directa con el propostio de este trabajo, pero se puede consultar en
el anexo B. Las graficas y las tablas obtenidas se pueden consultar en el
apartado de resultados.

4.8. Resumen de la implementacion

} Nuevo a, p, © If.

5l MO

L J
2

h 4

ﬂ Inicial

A

Integracion
(100 dias)

¥
i =

NO

¥
@

ECR4EP

Integracion
(430 dias)

Constantes

=
= :

Guardar Solucion €——%i

Figura 4.2: Esquema logico del codigo implementado

La Figura 4.2 muestra un esquema del proceso logico del algoritmo imple-
mentado. Las tres variables que se modificaran con cada iteracion seran «,
fy 6 (tal y como se explico en el apartado 3.5). Una vez definidas esas tres
variables, se calcula el estado inicial del satélite, definiendo su posicion y
velocidad inicial (tras el primer impulso). Con el estado inicial definido, se
procede a calcular la trayectoria del satélite integrando las ecuaciones del
BCRABP, y aplicando las constantes del problema. Durante la integracion
se comprueba en cada instante de tiempo si se ha producido una colision
con la Tierra o con la Luna, en cuyo caso se detiene la integracion. Si la
colision no se produce en los 100 dias calculados, se mide la distancia con
respecto a L4 de cada instante, comprobando si el valor minimo de dicha
distancia es menor que 0.01DU. En caso afirmativo, se impone que en dicho
punto de minima distancia la velocidad sea cero (segundo impulso), mante-
niendo esa posicion, y se vuelve a realizar la integracion de las ecuaciones
del BCR4BP durante 430 dias mas, comprobando si la distancia maxima
respecto a L4 en esos dias no supera los 0.3DU. En caso afirmativo, se da
por valida la solucion, y se guarda en la base de datos. En caso negativo, se
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elimina la trayectoria calculada, y se procede a comenzar de nuevo con un
nuevo estado inicial.

4.9. Validacion del algoritmo

Una vez escrito el algoritmo, es importante validarlo, para confirmar que el
codigo esta correctamente implementado. Para ello, se calcula una orbita
sencilla y se comparan los resultados obtenidos en el calculo teorico, en un
software externo validado, y en nuestro codigo. El software externo validado
sera el programa GMAT, de la NASA, de codigo abierto.

Software externo de validacion (GMAT)

En la imagen 4.3 se puede ver el programa GMAT. Son varios los motivos
por los que ha decidido utililizar este programa para realizar la validacion.
En primer lugar, es un prorgama versatil que permite ajustar los parame-
tros de la simulacion a casi cualquier mision que se quiera, pudiendo in-
cluir los efectos gravitatorios de la Luna y el Sol. En segundo lugar, es un
programa muy sencillo de utilizar, usado normalmente con propositos aca-
démicos, permite una aproximacion intuitiva a la dinamica orbital, el diseno
de la mision, y el analisis de datos. En tercer lugar, se trata de un codigo
abierto, disponible sin necesidad de comprar licencia. Todos estos atribu-
tos, sumado a su reconocida validez y fiabilidad, hacen de este programa
un candidato idoneo para la tarea de validacion.

0 Genera ..'-:7. sis Tool (GMAT]

IFi\E Edit Window Help
M lasE PliIlG EE 00

Resources Mission Output
=) Spacecraft
Y DefaultsC

23 Formations
I3 Ground Statien
-3 Hardware
i) Burns
=~ Propagators
- DefaultProp
-3 SolarSystem
[-C0 Solvers EarthMJZ[l[lleq :
= Output Epoch: 01 Jan 2000 15:19:28.000
|, DefaultOrbitView
i DefaultGroundTrackPlot
-2 Interfaces
=0 Scripts

- i load_gmat.m

-] GMATAPLmM

-] Tut_SimpleOrbitTransf
120 Variables/Arrays/Strings
=1+ Coordinate Systems
gL EarthMI2000Eq
. EarthhI2000EC
- EarthFixed
. EarthICRF

Animationu D m m GUI/Script Sync Status:

= &=

Figura 4.3: Programa GMAT, de la NASA, usado para validar el algorit-
mo
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Los pasos seguidos para programar la mision de validacion son los siguien-
tes. En primer lugar, se define el estado y las propiedades del satélite que
se quiere simular. Esto se realiza en la pestana “Resources”, en el apartado
“Spacecraft”. Ahi se puede crear el satélite a simular, definiendo propieda-
des como su estado inicial, su actitud, su masa, su sistema propulsivo, o
sus actuadores. En el caso de la validacion, la informacion sobre la actitud
del satélite o su masa no es de interés, por lo que se omitiran dichas propie-
dades. El software GMAT permite introducir el estado inicial del satélite de
varias maneras, como por ejemplo, a través de los elementos keplerianos.
Sin embargo, el sistema mas conveniente para la mision de validacion es el
modelo cartesiano, en el que se deben introducir los valores de la posicion
y velocidad inicial en ejes xyz. La imagen 4.4 muestra un ejemplo de como
introducir esta informacion en el programa.

@ Spacecraft - DefaultSC EI@
Orbit  Attitude Ballistic/Mass Tanks  Power Systern  SPICE  Actuators Visualization
Elements
Epoch Format TAIMod)ulian v
X 6570 km
Epoch
P 21543 v ” et
Coordinate System w
EarthMJ2000Eq 7 m km
State Type i ~
Cartesian VX 0 km/s
Keplerian vy 7.876 km/s

MedifiedKeplerian
Spherical AZTFPA VZ 0 km/s
SphericalRADEC
Equinectial
MedifiedEquinoctial
AlternateEquinoctial
Delaunay
CutgoingAsymptote
IncemingAsymptote
BrouwerMeanShort
BrouwerMeanlong

Figura 4.4: Programacion del estado inicial de la mision de simulacion
en GMAT

Una vez definido el satélite que se va a simular, se pueden definir los pa-
rametros del propagador de GMAT, entre los que se encuentra la definicion
del cuerpo central, el modelo gravitatorio usado, la existencia de pertur-
baciones (como presion solar, o resistencia aerodinamica), la presencia de
otros cuerpos masivos, y el método de integracion. Para la mision de vali-
dacion, a fin de tener las condiciones mas cercanas a las de el algoritmo, se
seleccionaran las siguientes propiedades:

= Cuerpo central: la Tierra

Modelo gravitatorio: JGM-2

Resistencia Aerodinamica: None

Otros cuerpos masivos: Luna y Sol

Correccion relativista: No

Presion Solar: No
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= Modelo de integracion: RungeKutta89

Es importante mencionar que a pesar de haber intentado que las propieda-
des del simulador fueran exactamente iguales que las del algoritmo desa-
rrollado, hay ciertas cosas que no pueden ser iguales, como el modelo gra-
vitatorio (que en GMAT tiene en cuenta la perturbacion por el achatamiento
terrestre), el modelo de integracion, o el numero de decimales utilizado en
las constantes. Estos cambios seran menores, y apenas modificaran el re-
sultado obtenido, pero seran suficientemente importantes como para que
el resultado de la simulacion de GMAT y de el algoritmo no vayan a ser
iguales.

Ademas de definir las propiedades del satélite y del propagador, GMAT per-
mite hacer cambios en la visualizacion, en la forma de entregar los datos de
salida, en el sistema de coordenadas, o en el sistema propulsivo. Una vez
definidas todas las variables del problema, se puede ejecutar la simulacion
hasta que se cumpla un criterio preestablecido. En nuestro caso, impon-
dremos que la simulacion ocupe solamente una orbita completa (es decir,
hasta que el tiempo de simulacion sea igual al valor del periodo orbital).

Una vez programado el software que vamos a utilizar para validar nuestro
algoritmo, debemos disenar la mision que queremos simular. Esta mision
podria ser compleja, sin embargo, se decide utilizar una mision sencilla
por dos motivos: primero, el tiempo de computacion que requiere GMAT
para simular una mision crece con la complejidad de la misma. En segundo
lugar, buscamos una mision que también podamos calcular manualmente,
basandonos en los conocimientos tedricos de la literatura conocida, a fin
de poder comparar los resultados teoricos, los resultados de GMAT y los
resultados de nuestro algoritmo. Por ello, la orbita que se simulara para
realizar la validacion es una orbita de Hoffman de baja altitud.

Definicion de la mision de validacion

La orbita que se va a simular para validar el algoritmo es una orbita eliptica
de transferencia (6rbita de Hoffman) entre dos o6rbitas de aparcamiento, la
primera a 200km de altitud y la segunda a 500km de altitud. Para comparar
los resultados se utilizara la posicion y la velocidad en el perigeo y en el
apogeo de la orbita de transferencia.

El calculo tedrico se puede realizar manualmente conociendo la posicion en
el perigeo y el apogeo de la orbita, de la siguiente manera:

r, = 6370km + 200km = 6570km, (4.16)

re = 6370km + 500km = 6870km, (4.17)

o="le ; v _ 6720km, (4.18)

Voo [P e \/ 2 Mt gt6kms (4.19)
b Tp a 6570km  6720km ’
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20 i \/ 244 M
He M _ — 7.532km/s. 4.20
6870k 67200 — [082km/s (4.20)

Estos resultados tedricos nos serviran como punto de referencia para la
comparacion entre el resultado de nuestro programa y el de GMAT. Es im-
portante entender que estos resultados teodricos no tienen una elevada pre-
cision, ya que no tienen en cuenta ningun tipo de perturbacion, y por lo
tanto, el resultado de GMAT no sera exactamente igual al tedrico, pero se
acercara lo suficiente como para validar el resultado de GMAT.

Resultados de la validacion

Una vez realizado el calculo teorico, podemos simular la mision a través de
la herramienta GMAT, imponiendo la posicion y la velocidad del satélite en
el perigeo, y dejando que GMAT simule la trayectoria hasta el apogeo. El
mismo procedimiento se sigue en el codigo desarrollado para este trabajo, a
fin de comparar los resultados.

La Figura 4.5 muestra la comparacion entre el resultado obtenido con la
herramienta GMAT y el resultado obtenido con el codigo desarrollado para
este trabajo. El circulo azul representa la Tierra, y las dos orbitas simuladas
se representan con lineas rojas y azules, siendo la roja la de el algoritmo
desarrollado para el presente trabajo, y la azul la simulacion de GMAT. Se
puede observar que la diferencia entre las dos trayectorias es minima.

GMAT
BCR4BP | |

0.015

0.011

0.005 |

y[~]

-0.005

-0.01}

-0015

-0.035 -003 -0.025 -002 -0.015 -0.01 -0005 O 0.005 0.01
x[]

Figura 4.5: Comparacion del resultado de una orbita en torno a la Tie-
rra con el programa GMAT y con el codigo elaborado para este trabajo.
El circulo azul representa la Tierra.

A fin de poder apreciar la diferencia entre los resultados, la figura 4.6 mues-
tra el detalle del apogeo de la orbita simulada, desde un punto de vista
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mucho mas cercano. Se observa que el radio del apogeo de la orboita si-
mulada a través del algoritmo es mayor que la de la simulacion de GMAT.
Esta diferencia se puede deber a las condiciones del propagador de GMAT,
que tal y como se ha visto anteriormente, no son exactamente iguales que
las de nuestro algoritmo. Se observa que en el apogeo, la diferencia entre
ambas simulaciones es de 70km. Esta distancia puede parecer enorme, sin
embargo, comparada con los tamanos de las orbitas completas (de mas de
13.500km), una diferencia de 70km es muy pequena.
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400 [ |
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of |
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400 | |
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Figura 4.6: Detalle de la comparacion del resultado de una orbita en
torno a la Tierra con el programa GMAT y con el codigo elaborado para
este trabajo. El circulo azul representa la Tierra.

A continuacion se muestra una tabla con los resultados obtenidos por los
tres métodos. En la primera columna se muestra el resultado tedrico, en
la segunda el resultado de la simulacion de GMAT y en tercer lugar, el
resultado de la simulacion del algoritmo. Por ultimo, en la tltima columna,
se muestra la diferencia porcentual entre el resultado de GMAT y el del
algoritmo, siendo de aproximadamente un 1 %.

Tabla 4.1: Comparacion de resultados del proceso de Validacion

Parametro | Teérico | GMAT | BCR4BP | Diferencia
rp (km) 6570 6570 6570 0%
rq (km) 6870 6868 6938 1.01%
V, (m/s) 7.876 | 7.876 7.876 0%
Vo (m/s) 7.532 | 7.530 7.460 0.93%

La diferencia entre los resultados obtenidos a través de la herramienta de
GMAT y del algoritmo son suficientemente pareceidos como para validar el
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codigo desarrollado. Las diferencias entre ambos resultados no se deben a
una mala programacion del algoritmo (lo cual causaria una diferencia de
resultados mucho mas notable), sino a las pequenas diferencias entre el
software GMAT y el algoritmo, como pueden ser el método de integracion,
la perturbacion por achatamiento terrestre o el namero de decimales usado
en las constantes.

Cabe destacar que, ademas de las diferencias cuantitativas de los resul-
tados obtenidos, existen diferencias cualitativas entre el uso de GMAT y
el algoritmo desarrollado. En primer lugar, el programa GMAT ha tardado
0.368 segundos en realizar el calculo de la orbita, mientras que nuestro
programa ha tardado 0.013 segundos; esta diferencia puede parecer peque-
na, pero es muy importante si tenemos en cuenta que buscamos realizar
un proceso iterativo con 414.720 iteraciones. Ademas, el ejemplo utilizado
ha sido muy sencillo, por lo que los tiempos de computacion de GMAT han
sido muy bajos con respecto a las orbitas que queremos encontrar en el
presente estudio, que ademas de ser mas complejas, puedan llegar a durar
hasta 100 dias. Por ejemplo, esta misma orbita sencilla, si se extiende 100
dias, el programa GMAT precisa 9.995 segundos en simularla.

Ademas del tiempo de computacion prohibitivo que requeriria encontrar las
trayectorias directamente desde GMAT, el algoritmo desarrollado nos per-
mite mayor flexibilidad a la hora de tratar con grandes cantidades de datos.
GMAT esta disenado para simular y analizar una unica oOrbita, no para
encontrar multitud de orbitas diferentes. Estas diferencias hacen que la he-
rramienta GMAT, a pesar de su elevado nivel de exactitud, sea muy poco
eficiente si el proposito de la investigacion es simular el maximo numero de
orbitas posibles.

Es importante recordar que los resultados que se obtengan del algoritmo
son preliminares, y suponen una fuente de informacion sobre el comporta-
miento genérico de las orbitas y el efecto de las variables de entrada. Una
vez encontrados los resultados preliminares con el algoritmo, y en un paso
posterior del disefio, se puede simular una orbita concreta con el programa
GMAT a fin de enocntrar resultados mas precisos. Esta estrategia de uti-
lizar un codigo con menor exactitud para obtener resultados preliminares
del diseno de una mision es comun, debido a los tiempos prohibitivos de
un calculo detallado [8]. Estos analisis preliminares aportan informacion
muy importante sobre el comportamiento genérico del satélite, y sirven pa-
ra obtener puntos de partida sobre los que empezar un analisis detallado
posterior.

En resumen, los resultados obtenidos a partir del algoritmo solo difieren
de los resultados de GMAT en un 1%, quedando, por tanto, validado el
algoritmo escrito para este trabajo.
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Capitulo 5

Resultados

Una vez disenado el algoritmo (véase el anexo B) y verificado el mismo,
se realiza una simulacion de los puntos de estudio, en base a los puntos
iniciales establecidos en la seccion 3.5. Estos puntos iniciales suman un
total de 414.720 simulaciones, en las que se comprueban, uno a uno, los
criterios establecidos para considerar que se esta orbitando en torno a L4,
tal y como se ha explicado en el capitulo 4.

Con dichos criterios, se ha obtenido un total de 4.865 resultados (enten-
diéndose como “resultado” todas aquellas trayectorias que culminan en una
orbita estable en torno a L4 después de efectuar los dos impulsos). El tiempo
necesario para simular todas las condiciones iniciales y obtener los resul-
tados ha sido de 3 horas y 45 minutos.

Casos = 414.720
Simulacion = Resultados = 4.865
Tiempo = 225 min

A continuacion se muestran los resultados obtenidos. Por razones obvias,
no es posible examinar individualmente cada resultado. Por ello, se analiza-
ran los resultados de manera global, estudiando el efecto de las condiciones
iniciales en los mismos, y centrandonos en tres factores especificos:

= Consumo total (suma de los dos impulsos realizados)
» Tiempo necesario para llegar a L4
= Comportamiento del satélite una vez en orbita

Una vez analizado de manera global los resultados, se seleccionaran una
serie de trayectorias concretas que se consideren de mayor interés, y se
analizaran dichas trayectorias en detalle. Por ultimo, se mostrara un breve
catalogo de diferentes tipos de orbitas encontradas.

A fin de entender mejor los resultados que se van a mostrar, es prudente
recordar los siguientes aspectos:
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1. AVy hace referencia al consumo total de la mision, expresado como
la suma de las diferencias de velocidad provocada por los impulsos
realizados.

2. La duracion del trayecto hace referencia solamente al tiempo entre los
dos impulsos, descartando el tiempo de orbita posterior en torno a L4
y el tiempo en la orbita aparcamiento antes del primer impulso.

3. Las magnitudes de distancia, velocidad y tiempo se dan en unidades
caracteristicas, que tal y como se vio en la seccion 3.7 son las siguien-
tes:

Tabla 5.1: Tabla de cantidades caracteristicas

Unidad Caracteristica | Simbolo Medida
Distancia DU 384.400 km
Tiempo TU 4.3425 dias
Velocidad SU 1024.5 m/s

4. Los parametros iniciales son «, 3, y ¢, haciendo referencia a la posicion
inicial, la velocidad inicial y el tiempo inicial respectivamente, tal y
como se explico en la seccion 3.5.

5. A la hora de mostrar el detalle de una misioén concreta (entendiéndose
por mision la suma de la trayectoria hasta L4 y de la orbita en torno a
L4), se muestran cuatro graficas, que son:

a) Trayectoria en ejes rotatorios, es decir, en ejes solidarios con el
movimiento de la Luna, en los que el eje x siempre coincide con el
vector Tierra-Luna

b) Trayectoria en ejes inerciales, es decir, en ejes no solidarios a la
Luna, en los que la Luna gira en torno a la Tierra

¢) Orbita en torno a L4 en ejes rotatorios
d) Orbita en torno a L4 en ejes inerciales

6. En las graficas se muestra la Tierra, la Luna, y el punto L4 utilizando
para ello los simbolos de un circulo azul, un circulo rojo, y un triangu-
lo respectivamente. En algunas ocasiones estos simbolos no son facil-
mente visibles, debido a la escala.

7. En las graficas se muestran todas las distancias adimensionalizadas
segun las cantidades caracteristicas explicadas en la seccion 3.7

8. Ala hora de exponer los resultados de una mision concreta en formato
tabla, se expondran los siguientes valores:
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Tabla 5.2: Descripcion de los parametros caracteristicos de una mision

Parametro| Descripcion
Posicion inicial del satélite, expresado como el
a angulo entre el vector Tierra-Satélite y el vector
Tierra-Luna
Velocidad inicial del satélite, expresado como el
cociente entre la velocidad del satélite tras el pri-

B mer impulso y la velocidad anterior al primer im-
pulso
Tiempo inicial del satélite, expresado como el an-

0 gulo entre el vector Tierra-Sol y el vector Tierra-
Luna en el momento del primer impulso

AV, Variacion de velocidad debido al segundo impul-
SO
Consumo total, expresado como la suma de las

AVrp variaciones de velocidades debido al primer y el
segundo impulso

y Tiempo necesario para llegar a L4, es decir, entre

L4 el primer impulso y el segundo impulso

Rt Distancia respecto a L4 en la que se produce el

segundo impulso
Distancia maxima a la que se situa el satélite res-
(Rord) mas pecto a L4 durante la orbita (es decir, después del
segundo impulso)

5.1. Resultados generales

En primer lugar, se muestran todos los resultados obtenidos en una grafica
que representa el consumo total frente al tiempo necesario (AV; — t;4). Cada
punto de dicha grafica representa una trayectoria diferente. El consumo
total se expresa como el AV, necesario, sumando los dos impulsos de cada
mision, mientras que el tiempo necesario es la diferencia entre el tiempo del
segundo impulso y el tiempo del primer impulso.

Notese que en dicha grafica no se aprecian los 4.865 resultados encontra-
dos. Esto se debe a que muchos se superponen entre ellos, y por lo tan-
to, una gran parte de los puntos representados en realidad representan
muchas trayectorias diferentes con los mismos resultados de consumo y
tiempo. Esto es especialmente importante en aquellas trayectorias muy po-
co influenciadas por el Sol, ya que existiran 36 trayectorias practicamente
iguales en cada punto mostrado. Este efecto se analizara en detalle en las
secciones 5.2y 5.4.

En la Figura 5.1 se observan los resultados obtenidos. Se puede apreciar
que existe una gran nube de puntos esparcidos por todo el dominio de la
grafica, mostrando que para cada tiempo de transferencia buscado existe
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al menos una trayectoria que coloca al satélite en el punto L4. Ademas, se
ve como el consumo requerido para todas las trayectorias inferiores a 100
dias tiene como limite inferior aproximadamente 3.7 km/s y como limite
superior aproximadamente 4.9km/s.

4.8

& b
B =2}

AV [km/s]
»
[3%]

38| . .o -

36 . . . . . . . . . |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Trip Duration [days]

Figura 5.1: Compilacion de todos las trayectorias a L4 halladas. Se

muestra la duracion del trayecto y la AV necesaria para cada trayecto-
ria.

Se puede observar, asi mismo, que existen tres zonas muy claramente dife-

renciadas. La Figura 5.2 muestra esta division. A continuacion se estudia
cada zona:

1. En primer lugar se puede reconocer una zona de trayectorias de baja
duracion (denominada “Baja Duracion”). En esta region las trayecto-
rias duran menos de 20 dias y tienen consumos moderadamente ele-
vados (entre 4km/s y 4.9km/s aproximadamente). Se puede observar
que las orbitas de Baja Duracion presentan una alta continuidad en-
tre resultados, mostrandose como una linea continua, con un minimo.
En esta zona existen muy pocas trayectorias que no estén dentro de

dicha linea continua. Esta parte se estudiara en mas detenimiento en
la seccion 5.4.

2. En segundo lugar, se puede reconocer una region de bajo consumo (de-
nominada “Bajo Consumo”). En esta zona las trayectorias encontradas
presentan consumos inferiores a 4km/s, y se extienden por tiempos
entre los 20 dias y los 100 dias. Estas trayectorias presentan un com-
portamiento no lineal, con puntos esparcidos por todo el dominio sin

un criterio obvio. Estas se estudiaran con mas detenimiento en la sec-
cion 5.4
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3. En tercer lugar, se pueden englobar todas las trayectorias que no se en-
cuentran en las dos zonas mencionadas anteriormente. Estas orbitas
no reciben un nombre concreto ni se estudiaran con detenimiento, ya
que son orbitas que o bien tardan mas que las orbitas de baja duracion
consumiendo lo mismo, o bien tardan lo mismo que las trayectorias de
bajo consumo pero consumiendo mucho mas. Por ello, se considera
que este tercer grupo de trayectorias no suponen una ventaja con res-
pecto a ninguno de los dos grupos anteriores.

7/ Baja Duracion
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Figura 5.2: Division de las trayectorias halladas entre Trayectorias de
Naja Duracion y Trayectorias de Bajo Consumo.

5.2. Efecto de las parametros iniciales en los re-
sultados

Efecto de la presencia solar

Antes de analizar el efecto de las condiciones iniciales en los resultados ob-
tenidos, es necesario estudiar el efecto de la mera presencia del Sol como
cuarto cuerpo. La mayoria de la literatura que trata sobre el analisis pre-
liminar de las trayectorias cislunares (en la zona interior a la érbita lunar)
solo estudian el problema desde la perspectiva de los tres cuerpos [4]. Sin
embargo, tal y como se vio en la seccion 3.4, la presencia del Sol empieza
a ser importante en la zona cercana al punto L4, asi como en la zona exte-
rior a la orbita lunar. Por ello, es posible analizar cuanta diferencia existira
en los resultados si se tiene en cuenta el efecto de la atraccion gravitatoria
solar.

Este analisis se puede llevar a cabo realizando el calculo de las posibles
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trayectorias utilizando un modelo de 3 cuerpos, o manteniendo el modelo
de los cuatro cuerpos pero imponiendo que la masa del Sol es nula. De
cualquiera de las dos maneras obtendremos un resultado que mostrara las
trayectorias que se encontrarian sin tener en cuenta la presencia del Sol.

Notese que, en el caso de no tener en cuenta la presencia del Sol, la variable
inicial § pasa a ser innecesaria.

La Figura 5.3 muestra el resultado de la comparacion entre los resultados
obtenidos teniendo en cuenta la presencia del Sol (mostrados en puntos

negros) y los resultados sin tener en cuenta la presencia del Sol (mostrados
como puntos rojos).
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Figura 5.3: Comparacion entre las soluciones halladas al tomar en

cuenta el efecto del Sol (negro) y sin tomar en cuenta el efecto del Sol
(rojo).

Se puede observar que el numero de soluciones encontradas es mucho me-
nor (solo se han encontrado 134 resultados, frente a los 4.865 encontrados
con la presencia solar), evidenciando que la presencia del Sol afecta posi-
tivamente a la hora de encontrar nuevas trayectorias. Se puede ver como
en la zona denominada de “Baja Duracion” (tiempos inferiores a 20 dias),
la solucion en 3 cuerpos coincide a la perfeccion con la solucién calculada
con la presencia solar. Esto indica que las orbitas mostradas en esta sec-

cion son orbitas poco influenciadas por la presencia solar. Se tratara este
tema en detalle en la seccion 5.4.

Por otro lado, se puede observar que en la zona que se habia categorizado
como zona de “Bajo Consumo” hay muy pocos puntos encontrados con el
modelo de 3 cuerpos (es decir, sin contar con la presencia del Sol). Se ob-
serva, ademas, que los puntos de minimo consumo (aquellos con consumo
inferior a 3.8 km/s) no aparecen si no tenemos en cuenta la presencia de
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esta contribucion. Esto indica que, en el caso de las 6rbitas de bajo consu-
mo, la presencia solar es un factor muy importante y que debe ser estudiado
con detalle.

Trayectoria en ejes Rotatorios
6 F

Trayectoria en ejes Inerciales

Con influencia solar
Sin influencia solar

Con influencia solar
Sin influencia solar

2 0 2 3 2 4 0
x [~] x [~]
Figura 5.4: Comparacion de dos trayectorias con la misma condiciéon

inicial, calculada con y sin el efecto del Sol. Se muestra en ejes rotato-
rios (izquierda) y en €jes inerciales (derecha).

La Figura 5.4 muestra un ejemplo del efecto de la perturbacion solar en una
orbita que se aleje mucho de la zona interior de la orbita lunar. En la imagen
de la izquierda se muestra la orbita en ejes rotatorios (solidarios a la Luna)
y la imagen de la derecha muestra el movimiento en ejes inerciales, con la
linea discontinua representando la orbita lunar. La imagen muestra en na-
ranja la orbita sin tener en cuenta la presencia solar, y en azul teniéndola
en cuenta. Se observa que la presencia solar provoca que la distancia ma-
xima respecto a la Tierra aumente, y por lo tanto, incrementa la energia de
la orbita. Ademas, en la imagen de la izquierda se aprecia que a lo largo de
la trayectoria el satélite con influencia solar se aleja mas de la Tierra que la
que no tiene efecto solar, hasta el punto de que el satélite sin perturbacion
regresa a la Tierra, mientras que el satélite con efecto de la gravedad solar
llega al punto L4. Se observa, por tanto, que la trayectoria del satélite (aun-
que sean parecidas) desembocan en resultados absolutamente diferentes.
Por ello, se demuestra que la presencia solar no solo provoca una “pequena
perturbacion” en la trayectoria, sino que afecta drasticamente a los valores
obtenidos.

Ademas del efecto del Sol en el tiempo y en el consumo de la trayectoria,
se puede analizar el impacto que tiene en la orbita en torno al punto L4, ya
que tal y como se ha visto, en esta zona la influencia solar es importante. El
hecho de que exista una perturbacion debido a la presencia solar hara que
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la 6rbita en torno al punto L4 se modifique con respecto a la que tendria sin
perturbacion solar.

La Figura 5.5 muestra una nube de puntos en la que se representa la dis-
tancia inicial de la orbita (es decir, la distancia respecto a L4 a la que se pro-
duce el primer impulso) y la maxima distancia orbital en torno a L4. Se pue-
de observar que la grafica esta limitada por las cantidades pre-establecidas
de 0.1DU en distancia inicial y 0.3DU en maxima distancia orbital, tal y
como se expuso en las secciones 3.4 y 3.4. En la figura, los puntos negros
representan los resultados obtenidos teniendo en cuenta la presencia del
Sol, mientras que los resultados sin tenerlo en cuenta se representan en
rojo.
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Figura 5.5: Maxima distancia orbital con respecto al punto L4, mos-
trando resultados teniendo en cuenta el efecto del Sol (negro) y sin to-
mar en cuenta el efecto del Sol (rojo).

En la Figura 5.5 se puede observar que la amplitud de resultados crece
mucho al tener en cuenta la presencia del Sol, es decir, que para una misma
distancia inicial, las posibilidades de distancia maxima orbital aumentan
drasticamente. Es mas, en el caso del analisis sin el efecto del Sol se observa
un comportamiento bastante lineal, en el que la mayoria de los puntos se
encuentran en una recta, con unas pocas excepciones en la parte inferior
del grafico. Esto muestra que sin la presencia del Sol, la distancia orbital
maxima tiende a quedarse por debajo de 30 veces la distancia inicial. Sin
embargo, al incluir la presencia solar, esta relacion se rompe, y se pueden
encontrar orbitas que presentan una distancia hasta 75 veces mayores que
la distancia inicial. Asi mismo, se observa el efecto contrario: trayectorias
con distancias iniciales muy elevadas que son “amortiguadas” por el Sol.
El caso de estas oOrbitas particulares (con alta distancia inicial pero baja
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distancia orbital maxima) se estudiara con mas detenimiento en la seccion
5.3

Orbita en ejes Rotatorios

0,92

Con influencia solar
Sin influencia solar

09t (

0.88 r

y [~]

0.84

0.82 r

042 044 046 048 05 052 054
x[~]

Figura 5.6: Comparacion de dos orbitas con la misma condicion inicial
(punto cercano a L4), calculada con y sin el efecto del Sol

La Figura 5.6 muestra un ejemplo del efecto del Sol en una o6rbita concre-
ta. Ambas transferencias tienen una misma situacion inicial, con velocidad
nula y posicion X;,;.. = [0.4851,0.8666] DU. En la imagen se puede observar,
en rojo, la orbita en torno al punto L4 calculada sin tener en cuenta la pre-
sencia del Sol, mientras que en azul se muestra la orbita con las mismas
condiciones iniciales (en posicion y velocidad) pero con la presencia de la
estrella.

Se observa que la maxima distancia respecto a L4 crece mucho debido a
la presencia del Sol, con un valor de 0,0824DU (34.674 km) en el caso de
presencia solar y de 0,0275DU (10.571 km) en el caso de no tener en cuenta
la presencia solar, lo cual representa una diferencia del 30%. Noétese que
esta comparacion es solamente del ejemplo mostrado, ya que tal y como
se ha visto en la Figura 5.5, hay ocasiones en las que el Sol, en lugar de
ampliar la orbita, la amortigua.

Queda por tanto demostrado que la presencia del Sol es un factor muy
importante a la hora de calcular tanto las trayectorias al punto L4 como las
orbitas en torno a dicho punto. Por lo tanto, es necesario utilizar modelos
de cuatro cuerpos para poder realizar un estudio de estas trayectorias de
forma mas precisa.
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Efecto del tiempo inicial

Como se acaba de ver, la presencia del Sol es un factor muy importante a
la hora de calcular trayectorias eficientes hasta el punto L4. Esta influen-
cia no depende solamente del hecho de que la atraccion gravitatoria del Sol
sea tomada en cuenta, sino que también depende de su posicion relativa
al satélite. Tal y como se observa en las ecuaciones del modelo bicircular
restringido de los cuatro cuerpos (BCR4BP), la distancia entre el satélite y
el Sol influye considerablemente en las aceleraciones del satélite. Dicha dis-
tancia no es constante, sino que depende de la posicion del satélite respecto
a la Tierra, y de la posicion del Sol respecto a la Tierra. El segundo factor
(la posicion del Sol respecto a la Tierra) no es un valor constante, ya que en
ejes fijos a la Tierra, el Sol se considera girando en torno a ella. Aunque la
distancia entre el Sol y la Tierra si se considere constante, la posicion del
Sol dependera del tiempo, debido a su giro.

Por lo tanto, cuando hablamos del efecto del tiempo inicial, hablamos en
realidad del angulo 6, es decir, el angulo que forman el vector Tierra-Sol y
el vector Tierra-Luna en el momento del primer impulso.

La Figura 5.7 muestra el mapa con todos los resultados hallados de consu-
mo frente a tiempo, pero coloreados segun el valor de 6, siendo los colores
frios los angulos mas bajos y los calidos los angulos mas elevados.
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Figura 5.7: Efecto de la posicion del Sol (en el momento del primer
impulso) en AV y At

Se puede observar que el efecto de la posicion del Sol varia segun la zona
de la grafica en la que nos encontremos. Por un lado, en el caso de las
trayectorias de baja duracion, el efecto de la posicion solar es muy pequeno,
provocando que todas las trayectorias encontradas se concentren en un
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unico punto (que por motivos graficos se muestra en rojo, ya que este color
predomina sobre el resto). Debe notarse que en esta zona, aunque a simple
vista solo se observen puntos rojos, en realidad estan superpuestos puntos
de todos los colores (es decir, de todas las 6 estudiadas). Este efecto se
estudiara con mas detenimiento en la seccion 5.4.

Por otro lado, se aprecia que para tiempos superiores a 20 dias la distribu-
cion de color es mucho mas caoética. Aunque sigue habiendo muchos puntos
que muestran varias trayectorias superpuestas (y que por lo tanto, se per-
ciben en rojo), existen muchos otros en los que se ve claramente que cierta
trayectoria solo es posible con una posicion concreta del Sol en el momento
del impulso inicial. Cuanto mayor es la duracion de la trayectoria, mas peso
tiene el efecto del tiempo inicial.

Sin embargo, se puede encontrar que a pesar de que existan un alto nu-
mero de trayectorias que solo son posibles si se coordina el primer impulso
con una posicion solar concreta, el numero de soluciones encontradas no
depende de la posicion del Sol. Es decir, la probabilidad de encontrar una
trayectoria a L4 no es funcion de la posicion del Sol en el momento del pri-
mer impulso. Esto se puede observar facilmente en la Figura 5.8 en la que
se muestra el porcentaje de resultados encontrados para cada valor de 6.
Se observa que la linea es muy plana, lo cual evidencia que no existe una
posicion solar predominante que facilite el hallazgo de trayectorias entre la
Tierra y el punto L4.
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Figura 5.8: Repetitividad de la posicion del Sol (en el momento del pri-
mer impulso) en los resultados encontrados

En la Figura 5.9 se refuerza este hallazgo. Dicha grafica muestra el efecto
directo que tiene la posicion solar en el momento del primer impulso (f) so-
bre el consumo (arriba) y el tiempo (abajo). Se observa que para cualquier
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6 que se quiera analizar, existen trayectorias que cubren todos los consu-
mos posibles y todos los tiempos posibles. Esto no significa que el momento
inicial sea irrelevante, en absoluto, sino que la probabilidad de hallar tra-
yectorias a L4 es independiente de la posicion solar. Sin embargo, se observa
que existen trayectorias concretas que solo son posibles con un 6 concreto,
demostrando que la posicion solar inicial si juega un papel muy importante
a la hora de hallar trayectorias concretas, sobre todo aquellas trayectorias
con bajas velocidades y altos tiempos (que son las mas afectadas por la
presencia solar).
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Figura 5.9: Efecto de la posicion del Sol (en el momento del primer
impulso) en el consumo y en el tiempo. La grafica superior muestra el
efecto directo en AV y la grafica inferior en At

Efecto de la velocidad inicial

En esta seccion se analiza el efecto de la variable 5 en los resultados obteni-
dos. Tal y como se ha explicado en la seccion 3.5, la variable 3 representa el
valor de la velocidad inicial (es decir, tras el primer impulso), representada a
través de un cociente entre la velocidad tras el primer impulso y la velocidad
antes del primer impulso.

La Figura 5.10 muestra una grafica con todas las trayectorias encontradas,
en las que el color de cada punto representa un valor de 5. Se puede obser-
var que existe una dependencia directa entre el consumo de la trayectoria
encontrada y el valor de 5 de dicha trayectoria, de manera que a mayor /3,
mayor consumo total. Esta observacion es muy coherente, ya que el valor
de AV depende directamente de 3, de la siguiente manera:

szm/rﬁoJrAVQ, (5.1)
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donde 7, es el radio de la orbita aparcamiento y AV; es la diferencia de
velocidad debido al segundo impulso. Dado que el valor de p y de ry son
constantes, el valor de AV solo dependera de 5y de AV,. El hecho de que
la Figura 5.10 muestre una dependencia tan clara con S evidencia que el
valor de AV; es mucho menor que el valor del primer impulso. Este efecto
se estudiara en mas detalle en la seccion 5.3.
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Figura 5.10: Efecto de la AV del primer impulso en el consumo y en el
tiempo
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Figura 5.11: Repetitividad de la AV del primer impulso en los resulta-
dos encontrados
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Con los resultados obtenidos, se puede estudiar también si existen valores
de g en los que sea mas probable encontrar trayectorias a L4. En la Figura
5.11 se muestra una grafica en la que se observa el porcentaje de resultados
encontrados para cada valor de la velocidad inicial. Se observa que existen
valores de  en los que aumentan considerablemente las probabilidades de
encontrar resultados, especificamente en valores de § entre 1.401 y 1.407,
con un segundo pico en torno a 1.410. Téngase en cuenta que los valores
de § cubren un rango muy reducido debido a lo explicado en la seccion 3.5.

En la Figura 5.12 se puede observar el efecto de /5 en el consumo y en el
tiempo. Por un lado, en la imagen inferior se aprecia que g no tiene un efecto
directo o claro sobre el tiempo de transferencia, ya que se pueden obtener
resultados de practicamente todos los tiempos para cada valor de g.
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Figura 5.12: Efecto de la AV del primer impulso en el consumo y en el
tiempo. La grafica superior muestra el efecto directo en AV y la grafica
inferior en At

Sin embargo, en la imagen superior de la Figura 5.12 se observa claramente
que existe una dependencia lineal y directa entre el valor g y el valor del
consumo total. Esta relacion es creciente, tal y como se ha visto con la
Figura 5.10, de manera que se observa que el consumo crece linealmente
con el aumento de la velocidad inicial.

Por lo tanto, se puede concluir que para hallar trayectorias de bajo con-
sumo sera imperativo utilizar valores de § muy bajos, y que cuanto menor
sea (3, menor sera el consumo de la trayectoria encontrada, al menos en el
intervalo estudiado.

Pagina 92 de 141



TFM - 2023 5.2. Efecto de las parametros iniciales en los resultados

Efecto de la posicion del primer impulso

Al igual que hemos hecho con la velocidad inicial y el tiempo inicial, pode-
mos analizar el efecto de la posicion inicial en los resultados obtenidos. Esta
posicion se expresa a través del angulo «, que representa el angulo entre
el vector Tierra-Satélite y el vector Tierra-Luna en el momento del primer
impulso. Esta variable define la posicion del satélite de manera inequivo-
ca debido a la hipotesis de que éste se halla, inicialmente, en una orbita
circular de aparcamiento, y por lo tanto, el radio es constante.

La Figura 5.13 muestra todos los resultados encontrados, con un codigo de
colores representando el valor de la posicion del satélite en el momento del
primer impulso, referido por medio del angulo a.
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Figura 5.13: Efecto de la posicion orbital (en el momento del primer
impulso) en el consumo y en el tiempo

Se puede observar que para la zona de baja duracion si existe una depen-
dencia con la posicion, pero que para el resto del mapa de puntos no hay
una relacion directa entre la posicion inicial y el tiempo de transferencia o
el consumo. La relacion de las trayectorias mas corta con la posicion inicial
surge del tipo de trayectoria que representan, ya que son de transferencia
directa. Por lo tanto, para que el satélite llegue a L4 con una transferencia
directa, deben salir de un punto de la o6rbita de aparcamiento concreta. Por
otro lado, las trayectorias que son de larga duracion (mayor de 20 dias), no
presentan una relacion directa entre la posicion inicial y el consumo o el
tiempo de trayectoria.

Es interesante analizar cuales son las posiciones iniciales que mas resulta-
dos otorgan. Al igual que lo mostrado en las graficas de velocidad y tiempo
de las secciones anteriores, la Figura 5.14 representa la probabilidad de
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encontrar resultados segun la posicion de a, solo que en esta grafica se
muestra en coordenadas polares para facilitar la comprension, definiendo
el valor de la probabilidad segun el tamano del circulo. De esta manera, se
observa que existen algunos angulos concretos en los que no se ha encon-
trado ninguna trayectoria, mientras que hay otros angulos en los que se
hallan muchas.

Repetitividad de la Posicion Inicial

1t - ..-—-.\

) \
0.5 'f \
r; \
T 0 /{‘ 1 Moon
b=
05 ¢

.
-1 ‘.--/

-1.5

x[~]

Figura 5.14: Repetitividad de la posicion orbital (en el momento del
primer impulso) en los resultados encontrados

Merecen especial mencion los angulos cercanos a los 283 grados, que tienen
una probabilidad muy elevada de hallar trayectorias a L4. Este incremento
local se debe al tipo de transferencias que se encuentran, de caracter direc-
to. Estas trayectorias envian el satélite directamente a L4 sin que éste llegue
a orbitar en torno a la Tierra, describiendo 6rbitas muy cercanas a la Trans-
ferencia de Hoffman. En la seccion 5.4 se explicaran estas trayectorias en
detalle, mostrando algunos ejemplos.

Al igual que con la velocidad y el tiempo, se muestra de manera individua-
lizada el efecto de « sobre el consumo y el tiempo en la Figura 5.15

Se observa que no hay una dependencia directa entre la posicion y el tiem-
po, asi como un gran numero de soluciones en torno a angulos cercanos
a 283 grados para tiempos bajos. Ademas, se aprecia un patron lineal de
dependencia entre la posicion inicial y el tiempo, como se ve en la imagen
inferior, en la que se pueden observar grupos de trayectorias en las que un
aumento de a se corresponde a un aumento del tiempo necesario. Sin em-
bargo, esta dependencia no es tan clara como la que se encontro al analizar
la velocidad inicial en la Figura 5.12.
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Figura 5.15: Efecto de la posicion orbital (en el momento del primer
impulso) en el consumo y en el tiempo. La grafica superior muestra el
efecto directo en AV y la grafica inferior en At

5.3. Parametros de llegada al punto L4

Velocidad de llegada a L4

En esta seccion se analizara la velocidad del satélite en el momento en el
que se aplica el segundo impulso. Tal y como se vio en la seccion 3.4, el
segundo impulso se efectiia en el momento en el que el satélite se encuen-
tre mas cerca al punto teorico de L4, siempre y cuando esta distancia sea
menor a 0.01DU. La velocidad que presenta el satélite en este momento
la denominamos “velocidad de llegada a L4”, y sera un valor importante,
ya que el segundo impulso tendra que contrarrestrar esta velocidad para
asegurar que inmediatamente después la velocidad del satélite es nula (res-
pecto a la Tierra). Por ello, el consumo del segundo impulso (A1) sera igual
a la velocidad de llegada a L4.

Como se ha visto anteriormente, el consumo total de la mision dependera
mayoritariamente del valor de (3, pero también del valor de AV;. En la Figura
5.16 se muestra como varia el valor de AV; con las condiciones iniciales. Se
observa que la velocidad de llegada a L4 no depende directamente de la
posicion inicial o del tiempo inicial, pero si depende en gran manera de la
velocidad inicial (5). Se comprueba por tanto que, a mayor 3, mayor sera la
velocidad de llegada a L4.

Pagina 95 de 141



Resultados

Jose A. Reina

H
161 : 8
—_— . .
0 - - —e b
E
= 14
<
-
@©
812}
@
o
Q
= .. - -
g Tiee a s o  as -
e @ « e prs W
3 e e o Sevant s @ b
k=] T i, & = wp
S 0.8 g e ade
o L) L
> . -
06 . ! *
0.4 * - *
0 100 200 300
o [deg]

400

1.414

1.412

1 1.41

11.408

1 1.406

1.404

1.402

1]

Velocidad de llegada a L4 [km/s]

0.4

.
.
sessssssssssnssssnas

- et
LI LE ] -
. t%  mes »e
Be% s o & &

-, & == wp

350

300

1250

1200

0 [~]

1150

100

50

o »t
LE -p
0 100 200 300
o [deg]

400

Figura 5.16: Velocidad de llegada al punto L4 segun las condiciones
iniciales. La grafica de la izquierda muestra el efecto de « y /3, mientras
que la grafica de la derecha muestra el efecto de a y 6.

Es posible analizar qué porcentaje de la velocidad total de la mision corres-
ponde al primer impulso y cuanto al segundo. Para ello, se estudia el valor
AV, /AVr, y se analiza su progresion con . En la Figura 5.17 se muestra el

valor de esta evolucion.
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Figura 5.17: Proporcion de la AV que corresponde a la velocidad de
llegada a L4, segun varia 3

Se observa que a mayores velocidades iniciales, mayor porcentaje de con-
sumo se debe al segundo impulso, pasando de representar un 16 % para f3
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bajas a un 34 % para [ altas. Este dato refuerza la relacion tan directa que
existe entre el consumo total y la velocidad inicial, debido a tres factores:
primero, el consumo del primer impulso es directamente proporcional a j;
segundo, el porcentaje de consumo debido a este primer impulso es muy
elevado (entre un 66% y un 84 %); y en tercer lugar, el segundo impulso
también es proporcional a 3. De esta manera se justifica la fuerte depen-
dencia del consumo total con el valor de S.

Se puede analizar cual es la mision con menor velocidad de llegada a LA4.
Esta sera la que empiece con menor 3, tal y como se ha visto, y por lo tan-
to, la transferencia con menor velocidad de llegada a L4 sera precisamente
la mision con menor consumo total, ya que ambos factores dependen di-
rectamente de (. Los detalles sobre la trayectoria de menor consumo se
explicaran en la seccion 5.4.

Distancia maxima durante la orbita

Una vez analizada la influencia de las condiciones iniciales sobre la tra-
yectoria hasta el punto L4 y sobre la velocidad de llegada a L4, se puede
analizar el comportamiento del satélite tras el segundo impulso. Este com-
portamiento no dependera directamente de las condiciones iniciales, ya que
el segundo impulso anula por completo la velocidad del satélite, y, por lo
tanto, modifica drasticamente su energia. Asi, el comportamiento del saté-
lite después del segundo impulso dependera unicamente de la posicion en
la que se produce el segundo impulso y, tal y como se vio en la seccion 5.2,
de la posicion del Sol en ese instante.
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Figura 5.18: Distancia maxima al punto L4 durante la 6rbita en torno
al punto L4, segun la distancia al punto L4 en el momento del segundo
impulso. El color de los puntos muestra el efecto de la posicion del Sol.
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A la hora de caracterizar la orbita en torno al punto L4, el factor que mas
nos interesa es la distancia maxima respecto al punto L4 durante la orbita,
ya que esta distancia sera la que no defina si el satélite sigue en 6rbita o no.
En la Figura 5.18 se representa la distancia maxima durante la orbita con
respecto a la distancia a la que se produjo el primer impulso. El color de
cada punto define la posicion del Sol en el momento del segundo impulso,
medida como el angulo entre el vector Tierra-Sol y el vector Tierra-Luna en
dicho momento. La linea discontinua representa la limitacion establecida
de 0.3DU.

Se puede observar que, como regla general, la distancia maxima aumenta
con la distancia inicial. Esto se evidencia porque la densidad de puntos en
torno a las esquinas (es decir, en torno a la zona de alta distancia maxima
con baja distancia inicial, o la zona de baja distancia maxima con alta dis-
tancia inicial) es mucho menor que en la zona central. La zona mas poblada
de puntos es la que representa una relacion lineal entre ambas distancias.
Sin embargo, a pesar de que esta region lineal sea la mas poblada, se obser-
va claramente que la nube de puntos engloba practicamente la totalidad de
la zona permitida (distancias maximas menores a 0.3DU). Esto es asli a ex-
cepcion de una pequena zona “prohibida”, en la que la distancia maxima no
puede superar determinado valor, que depende de la distancia inicial. Esta
zona prohibida esta definida matematicamente por la siguiente expresion:

(Rorb)max <0.12+39- RL4, (52)

donde (R,),,,, €s la distancia orbital maxima tras el segundo impulso, y R4
es la distancia a la que se produce el segundo impulso respecto al punto L4.
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Figura 5.19: Orbita “MinDis1”, con la menor relacién (Rorb)mae /R4
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Se puede observar que, debido a la presencia del Sol, existen orbitas que
comienzan con una distancia inicial muy elevada, cercana a 0.01DU, pe-
ro mantienen la maxima distancia orbital por debajo de 0.02DU. Este es el
caso de la trayectoria que se muestra en la Figura 5.19, que presenta la me-
nor relacion (Ro,s),,,, /R4, con un valor de 1.87 (frente a los 30 de la media).
Esta orbita, a pesar de comenzar la orbita en torno a L4 con una distan-
cia de 3.767km (0.0098DU), mantiene su orbita por debajo de los 7.035km
(0.02DU) en todo momento. Esta mision se ha nombrado “MinDis1”, y los
datos sobre su posicion inicial, consumo, tiempo, y distancias respecto a L4
aparecen en la Tabla 5.3

Con los datos obtenidos, es posible también analizar el caso de la mision
que supone una menor distancia orbital en torno al punto L4. Este tipo de
misiones serian muy utiles para aquellos casos en los que la posicion en
torno a L4 sea un requisito importante que deba mantenerse lo mas bajo
posible. Para estos casos, se buscaran trayectorias que posicionen el satéli-
te lo mas cerca posible de L4, a fin de reducir la distancia inicial de la orbita.
Ademas, habra que comprobar que durante el periodo en que se encuentra
orbitando en torno a L4, la presencia solar no aumenta demasiado la dis-
tancia orbital. Se ha categorizado con el nombre “MinDis2” a la trayectoria
que permite la menor distancia orbital en torno al punto L4, consiguiendo
que el satélite no se aleje del punto L4 mas de 1.803km en todo el intervalo
estudiado.
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Figura 5.20: Orbita con menor distancia al punto L4 durante la 6rbita
en torno al punto L4 (MinDis2)

La Figura 5.20 muestra esta trayectoria, asi como la orbita en torno a LA4.
Esta transferencia puede ser de especial interés, ya que es el resultado que
menos varia su posicion relativa a la Tierra una vez colocada en orbita en
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torno a L4. Esto puede ser de gran utilidad en misiones de observacion, por
ejemplo, donde se desea la mayor estabilidad posible en la posicion respecto
a la Tierra.

Es interesante que, a pesar de ser la trayectoria que menor distancia orbital
presenta, no es la que conlleva menor distancia respecto a L4 en el mo-
mento del segundo impulso (R;4), ya que presenta una distancia de 730km,
mientras que la trayectoria con menor R;, presenta una distancia inicial
de 45km (que posee una (Rs),,,, de 8.558km). Esta ultima trayectoria (la
de menor distancia inicial) la hemos denominado “MinDis3”, y se muestra
también en la Tabla 5.3 a fin de comparar los resultados obtenidos por las
otras dos trayectorias estudiadas.

La Tabla 5.3 muestra los parametros de las tres orbitas estudiadas en
esta seccion: en primer lugar, la 6rbita “MinDis1” con la menor relacion
(Rort) mar / Bras €n segundo lugar la orbita “MinDis2” con la menor (R,)
y en tercer lugar la orbita “MinDis3”, con la menor Rj,.

max’

Tabla 5.3: Parametros de tres trayectorias de Baja Distancia Orbital en
torno a L4. “MinDis1” es la orbita con menor relacion (R),,,,. /Rr4
“MinDis2” es la 6rbita con menor (R,4),,,, ¥ ‘MinDis3” es la o6rbita con

menor Rj4

Parametro | MinDis1 | MinDis2 | MinDis3 | Units

o 220 283 48 deg

15} 1,4060 1,4122 1,4055 ~

0 70 260 320 deg
AV 1,1492 1,5421 1.1092 | km/s
AVp 4,3173 4,7584 4,2735 | km/s

tra 28,83 2,23 13.41 dias

(Rort) o 7.035 1.803 8.558 km

5.4. Analisis de Trayectorias especificas

Trayectorias externas

En muchos estudios de la literatura sobre trayectorias de baja energia, se
hace una distincion entre las trayectorias externas e internas, ya que pre-
sentan propiedades diferentes [9]. Por tanto, parece logico analizar esta di-
ferenciacion en nuestros resultados. Tal y como se vio en la seccion 3.6, la
disyuntiva entre una trayectoria externa o una trayectoria interna se esta-
blece a través de la distancia maxima que alcanza el satélite respecto a la
Tierra en algin momento de su trayectoria. Esta distancia maxima se suele
establecer en aproximadamente 4DU [7].

Por lo tanto, es posible analizar qué trayectorias superan esa distancia en
los resultados obtenidos. La Figura 5.21 muestra en rojo las trayectorias ex-
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ternas (con distancias mayores a 4DU) y en negro las trayectorias internas
(con distancias menores a 4DU).
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Figura 5.21: Conjunto de trayectorias con una distancia a la Tierra

mayor a 4DU (en rojo), comparadas con el resto de trayectorias encon-
tradas (en negro).

Se puede observar que el numero de trayectorias externas encontradas es
muy inferior al numero de trayectorias internas. De las 4.865 orbitas calcu-
ladas en este trabajo, solamente 36 de ellas presentan una distancia mayor

a 4DU de la Tierra, lo cual representa un 0.75% de las transferencias en-
contradas.

Ademas, se puede observar que todas las trayectorias externas encontra-
das se localizan en una zona muy concreta del mapa: la zona de muy larga
duracion (mayores a 80 dias) y de muy alto consumo (mayor a 4.6 km/s).
El primer factor (larga duracion) es un resultado esperado, ya que el mero
hecho de alcanzar la distancia estudiada y volver a la posicion de L4 re-
quiere recorrer como minimo 7DU (casi tres millones de kilometros), que
obviamente, requerira mucho tiempo. Por otro lado, alcanzar estas distan-

cias también supondra un impulso inicial muy elevado, y por lo tanto, un
consumo muy alto.

La Figura 5.22 muestra la trayectoria con mayor separacion respecto a la
Tierra durante su trayectoria. Se puede observar la gran distancia que al-
canza esta orbita, y el hecho de que no llega a realizar una elipse completa
en torno a la Tierra. Se observa que este tipo de trasnferencias solo pue-
den alejarse de la Tierra, alcanzar dicha separacion, y volver directamente,
coincidiendo con el punto L4 a la vuelta, ya que una trayectoria con mayor
recorrido que este conllevaria mas de 100 dias.
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Figura 5.22: Trayectoria con la mayor distancia a la Tierra

La Tabla 5.4 muestra los parametros caracteristicos de la orbita con ma-

yor distancia respecto a la Tierra, que es de 4.508DU (aproximadamente
1.733.000 km).

Tabla 5.4: Parametros de la trayectoria con mayor distancia respecto a

la Tierra
Parametro Valor
o 102 deg
15} 1,4111
0 160 deg

AVy 1,481 km/s
AVrp 4,690 km/s
tra 99,88 dias
Ri,4 3.794 km
(Rort) mas 59.680 km

Trayectorias de baja duracion

En esta seccion se analizaran el grupo de trayectorias definidas como “Tra-
yectorias de baja duracion”. Estas transferencias son de especial interés, ya
que representan las operaciones que menor tiempo requieren para trasladar

el satélite desde la orbita aparcamiento hasta las proximidades del punto
L4.

Para definir las orbitas de baja duracion nos basamos en la Figura 5.2, que
establece claramente las 3 zonas diferenciadas de las que se hablo en la
seccion 5.1, definiendo el limite temporal de estas trayectorias en 20 dias.
La Figura 5.23 muestra el detalle de estas trayectorias, representando AV
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con respecto al tiempo de trayectoria, estableciendo el limite temporal en 20
dias. En la grafica se muestra en la barra de colores el efecto de la posicion
solar en el momento del primer impulso (6).
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Figura 5.23: Efecto de la posicion del Sol (0) en las 6rbitas de baja
duracion

Se puede observar que las trayectorias encontradas engloban velocidades
que presentan como limite inferior un AV levemente inferior a 4 km/s, y
el limite superior levemente inferior a 4.9 km/s. Las trayectorias de menor
duracion (en torno a los 2 dias) son las que mas consumen, con un AV
cercano a los 4.9 km/s. Se observa que al aumentar el tiempo de trayectoria,
baja drasticamente el consumo. Esta reduccion de consumo al aumentar el
tiempo de trayectoria presenta una progresion de aproximadamente -0.5
km/s por cada incremento de un dia en la trayectoria, lo cual significa una
gran reduccion de consumo a cambio de una penalizacion muy pequena de
tiempo (con respecto al espectro estudiado de 100 dias).

Esta progresion de reduccion de consumo tiene un limite, a partir del cual,
aumentar el tiempo de trayectoria aumenta el consumo en lugar de redu-
cirlo. Por este motivo, se puede observar que existe un grupo de trayectorias
de minimo consumo para trayectorias de baja duracion.

Es importante destacar que en la Figura 5.23 se muestra un alto numero
de trayectorias por cada punto representado, debido a la resolucion de la
imagen. Cada punto de la grafica muestra un grupo de trayectorias (nor-
malmente mas de 20 trayectorias por punto). Estas trayectorias son muy
parecidas, con unas diferencias de consumo y tiempo que suelen ser de
aproximadamente 0.01 km/s y 0.2 dias, de manera que en la grafica global
son indistinguibles. La Figura 5.24 muestra este detalle.
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Figura 5.24: Detalle del efecto de la posicion del Sol (f) en las orbitas
de baja duracion

La Figura 5.24 muestra un unico “punto” de la grafica 5.23, en el que se
observan 26 trayectorias diferentes, con una AV y un At muy similar, pe-
ro con unas condiciones iniciales muy diferentes. La grafica muestra una
escala de colores segun la posicion del Sol en el momento del primer im-
pulso. Se observa, por tanto, que dentro de cada “punto” se pude hallar la
trayectoria de menor consumo para cada punto analizado.
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Figura 5.25: Trayectorias de baja duracion para § = Odeg y tiempos
menores a los 22 dias. Se especifican tres puntos de estudio (BD1, BD2
y BD3)
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La Figura 5.25 muestra 3 puntos de baja duracion caracteristicos, a fin de
analizar la diferencias entre los tres tipos de trayectorias de baja duracion.
En primer lugar, se muestra el punto BD1 que representa una trayectoria
de muy baja duracion pero alto consumo. En segundo lugar, el punto BD2,
muestra trayectorias de minimo consumo. En tercer lugar el punto BD3
muestra trayectorias con un tiempo mayor al de BD2, pero un consumo
menor al BD1.

La Figura 5.26 muestra las trayectorias estudiadas (BD1, BD2 y BD3) en
azul, rojo y amarillo respectivamente. Se muestran dos graficas, la de la
izquierda en ejes rotatorios (solidarios con el movimiento de la Luna) y a
la derecha se representan las trayectorias en ejes inerciales (centrados en
la Tierra). La Tierra se representa como un circulo azul (en la coordenada
[0,0]), el punto L4 se representa como un triangulo, y el movimiento de la
Luna (y por lo tanto, del punto L4) en €jes inerciales se muestra con la linea
discontinua de la grafica de la derecha.
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Figura 5.26: Ejemplos de trayectorias de baja duracion (BD1 en azul,
BD2 en rojo y BD3 en amarillo)

Se puede observar que el tipo de trayectoria es muy similar en los tres casos:
se tratan de orbitas elipticas que cruzan el punto L4. La trayectoria BD1, al
tener mas energia (mayor AV), muestra una orbita mas eliptica que cruza
el punto L4 lejos del apogeo de la orbita. La trayectoria BD2 es una orbita
eliptica que cruza el punto L4 en un punto muy cercano al apogeo de la
orbita, y la trayectoria BD3 es una orbita eliptica que cruza el punto L4 en
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un punto posterior al apogeo de la orbita (cuando el satélite se encuentra
en direccion a la Tierra).

El analisis de estas 3 trayectorias nos da informacion sobre el motivo del
consumo de cada tipo de orbita. Las transferencia de menor tiempo pre-
sentan orbitas elipticas con mucha energia en el que la trayectoria cruza
el punto L4 antes de llegar al apogeo de la o6rbita. Por ello, la energia de la
orbita es mayor de la necesaria. Por otro lado, las orbitas similares a la BD3
estudiada, también presentan orbitas elipticas de mayor tamano del nece-
sario, solo que a diferencia de las o6rbitas de menor duracion el cruce con el
punto L4 se produce después de haber alcanzado el apogeo de la orbita. Sin
embargo, las trayectorias de menor consumo presentan orbitas elipticas de
un tamano del eje mayor muy cercano a 1DU (Distancia entre la Tierra y
el punto L4), de manera que se cruzan con el punto L4 en una zona muy
cercana al apogeo de la orbita eliptica, de manera que el tamano de la orbita
(y por tanto, su energia) es la menor posible, para una trayectoria directa.

Es importante mencionar que estas trayectorias son directas y no se percibe
ningun tipo de efecto debido a la presencia lunar o solar. Estas transferen-
cias de baja duracion son, en realidad, orbitas elipticas que cruzan el punto
L4, y por lo tanto, desde un punto de vista estricto, no deberian conside-
rarse “trayectorias de baja energia”, ya que no se esta haciendo uso del
fenomeno fisico de la asistencia gravitacional lunar, ni solar (tal y como se
vio en el apartado 1.9). Sin embargo, es interesante estudiar este tipo de
trayectorias a fin de poder compararlas con los resultados que hemos obte-
nido en el apartado de Trayectorias de Bajo Consumo (que se estudiaran en
la seccion 5.4).

En este grupo de trayectorias de baja duracion se pueden identificar dos
soluciones caracteristicas que presentan puntos optimos de estudio: es el
caso de la trayectoria de menor duracion y la trayectoria de menor consumo
de menos de 20 dias de duracion.

La primera (Trayectoria de Menor Duracion) es interesante ya que muestra
la manera mas rapida de llegar al punto L4. Esta trayectoria es la mas
energética de todas las estudiadas, y en realidad no responde a una orbita
eliptica muy energética (como era el caso de BD1), sino que presenta una
orbita parabolica. Esto se puede comprobar al estudiar la velocidad inicial
de la érbita, que es § = v/2, lo cual representa una 6rbita de escape terrestre.
Por lo tanto, la manera mas rapida de llegar al punto L4 es colocando al
satélite en una orbita parabolica de escape terrestre que cruce el punto
L4. Esta trayectoria tendra un consumo muy elevado, no solamente por
el alto incremento de velocidad necesario en el primer impulso a fin de
entrar en una orbita parabdlica, sino ademas, por el alto AV, que habra
que proporcionar en el segundo impulso a fin de anular la energia de la
orbita parabodlica. La Figura 5.27 muestra la trayectoria de menor duracion
posible.
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Figura 5.27: Trayectoria de minima duracion (MinDur1l)

La Tabla 5.5 muestra los datos de la trayectoria de menor duracion, a la
que se ha denominado “MinDurl”. Se puede observar que el valor de [ es
de 1,4142 (veocidad de escape terrestre). El consumo total (medido como
el incremento de velocidad debido a ambos impulsos) es de 4,883 km/s,
presentando el valor mas elevado de todos los estudiados. El tiempo nece-
sario, por otro lado, es de unicamente 2,12 dias, siendo el menor tiempo
encontrado en nuestra simulacion.

Tabla 5.5: Parametros mas caracteristicos de la trayectoria de menor

duracion (MinDurl)

Parametro Valor
Q 283 deg
I6] 1,4142
0 100 deg
AV, 1,151 km/s
AVr 4,883 km/s
tra 2,12 dias
R4 1.076 km
(Rord) s 25.644 km

En segundo lugar, se puede estudiar la trayectoria de menor consumo con
tiempos inferiores a 20 dias, que hemos denominado “MinDur2”. En la Figu-
ra 5.28 se muestra esta trayectoria. Se observa que la trayectoria responde
a una orbita eliptica en el que el satélite cruza el punto L4 en una zona muy
cercana al apogeo de la orbita.
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Figura 5.28: Trayectoria de minimo consumo para tiempos menores a
20 dias (MinDur2)

La Tabla 5.6 muestra los valores de esta trayectoria “MinDur2”. Se observa
que el consumo total de la operacion es de 3,979 km/s (casi 1 km/s menos
que la trayectoria de menor duracion), mientras que el tiempo requerido
solo ha aumentado hasta los 4,36 dias. Por lo tanto, se puede establecer
que la ganancia debido al consumo justifica el pequeno aumento de tiempo,
colocando esta orbita como la principal candidata para Trayectorias de Baja
Duracion, a no ser que el tiempo de trayectoria sea un requisito prioritario.

Tabla 5.6: Parametros mas caracteristicos de la orbita de menor con-
sumo con tiempos menores a 20 dias (MinDur2)

Parametro Valor
o 299 deg
15 1,4024
0 300 deg

AVy, 0,839 km/s
AVr 3,979 km/s
tra 4,36 dias
Ry 2.499 km
(Rort) s 92.525 km

Por lo tanto, se puede afirmar que si se busca una trayectoria de baja dura-
cion (menor a 20 dias) para transportar un satélite desde una orbita apar-
camiento terrestre de 166 km de altitud hasta el punto L4 de Lagrange, la
mejor opcion es la trayectoria presentada en la Tabla 5.6, ya que alcanza
el punto L4 en tan solo 4,36 dias con un consumo total de 3,979 km/s. La
Tabla 5.6 muestra el resto de datos caracteristicos de esta orbita, como las
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condiciones iniciales del satélite y la distancia orbital en torno al punto L4
una vez en oOrbita.

Trayectorias de bajo consumo

A continuacion se estudian en detalle las Trayectorias de Bajo Consumo.
Estas trayectorias, tal y como se definio en la seccion 5.1, son aquellas que
requieren un consumo inferior a AVy = 3,9km/s. La Figura 5.29 muestra
todas las trayectorias de bajo consumo encontradas. Tal y como se observa
en dicha figura, este bajo consumo se obtiene a cambio de duraciones ele-
vadas, superiores a los 20 dias (limite superior de las Trayectorias de Baja
Duracion).

Tal y como se muestra en la Figura 5.29, existe una correlacion entre la
disminucion de consumo y el aumento de la duracion del viaje, de mane-
ra que las trayectorias de menor consumo se producen con las mayores
duraciones. Debido a los requisitos de una mision, es posible que la ope-
racion requiera un limite temporal preestablecido, de manera que aquellas
trayectorias de menor consumo (y mayor duracion) se vuelvan prohibitivas.
Por ello, se estudiaran 4 trayectorias diferentes, segun la duracion del viaje.
Cada una de estas trayectorias estudiadas presentaran el menor consumo
posible para determinado limite temporal. Denominaremos a estas cuatro
trayectorias BC1, BC2, BC3 y BC4. Estas trayectorestan senaladas en la
grafica 5.29.
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Figura 5.29: Conjunto de trayectorias de bajo consumo. Se etiquetan 4
trayectorias concretas con BC1, BC2, BC3, y BC4
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Trayectoria de Bajo Consumo BC1

En primer lugar se muestra la trayectoria denominada BC1. En la Figura
5.30 se muestra esta trayectoria en detalle. En las dos imagenes superio-
res de la figura se observa que el satélite ha experimentado una asistencia
gravitacional por parte de la Luna. El satélite realiza una orbita eliptica en
torno a la Tierra, acercandose mucho a la Luna, la cual produce un aumen-
to de energia en el satélite. De esta forma, en la siguiente orbita eliptica en
torno a la Tierra, el satélite alcanza el punto L4, habiendo requerido menos
energia que las orbitas directas que se han visto en la seccion de Trayecto-
rias de Baja Duracion. Debido a la necesidad de la asistencia gravitacional
lunar, el satélite requiere realizar dos orbitas completas en torno a la Tierra,
lo cual aumenta mucho la duracion del trayecto.
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Figura 5.30: Trayectoria del punto etiquetado como BC1

Esta trayectoria requiere un consumo menor que aquella de menor consu-
mo en las trayectorias de baja duracion (3,859 km/s en contraste con los
3,979 km/s de la trayectoria de menor consumo con baja duracion). Esta
reduccion de consumo se obtiene a cambio de un aumento considerable
de duracion del viaje, subiendo hasta aproximadamente los 25 dias. Esta
trayectoria se puede establecer como la trayectoria de menor consumo para
duraciones inferiores a un mes. En la Tabla 5.7 se muestran los datos mas
caracteristicos de la trayectoria BC1.
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Tabla 5.7: Parametros mas caracteristicos de la trayectoria BC1 (menor
consumo para tiempos inferiores a los 30 dias)

Parametro Valor
o 219 deg
15} 1,4014
0 220 deg
AVy, 0,727 km/s
AVrp 3,859 km/s
tra 25,74 dias
Ry 1.166 km
(Rort) mas 46.035 km

Trayectoria de Bajo Consumo BC2

La trayectoria de bajo consumo BC2 es muy similar a la anterior. En la Figu-
ra 5.31 se muestra esta trayectoria en detalle. En las imagenes superiores
se puede observar que, al igual que con la trayectoria anterior, el satélite
recorre una serie de orbitas elipticas en torno a la Tierra, experimentando
una asistencia gravitacional lunar. Sin embargo, en este caso, ademas de
experimentar una asistencia gravitacional lunar, también se ve afectada por
una asistencia gravitacional terrestre que aumenta atin mas su energia, de
manera que el consumo requerido para alcanzar el punto L4 es menor que
en el caso de la trayectoria BC1. A cambio, esta trayectoria requiere 3 or-
bitas completas en torno a la Tierra, de manera que el tiempo requerido es
considerablemente mayor, subiendo hasta los 35 dias.
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Figura 5.31: Trayectoria del punto etiquetado como BC2
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La Tabla 5.8 muestra los datos mas caracteristicos de la trayectoria BC2.
Se observa que el consumo de esta trayectoria es de 3,797 ki /s. Esta tra-

yectoria se puede establecer como la trayectoria de menor consumo para
duraciones inferiores a 50 dias.

Tabla 5.8: Parametros mas caracteristicos de la trayectoria BC2 (menor
consumo para tiempos inferiores a los 50 dias)

Parametro Valor
o 339 deg
I5; 1,4009
0 260 deg
AVy, 0,6689 km/s
AVr 3,797 km/s
tr4 35,05 dias
Ry 2.421 km
(Rort) o 94.698 km

Trayectoria de Bajo Consumo BC3

La Figura 5.32 muestra la trayectoria BC3 en detalle. Se puede observar

que el movimiento de este satélite es mucho mas complejo que en los casos
anteriores.
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Figura 5.32: Trayectoria del punto etiquetado como BC3

Se puede observar que el satélite experimenta hasta tres asistencias gravi-
tacionales lunares, que aumentan el tamano de la orbita eliptica del satélite
de manera muy considerable. También se aprecia que en la ultima orbita,
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el satélite pasa tan cerca de la Luna que la asistencia gravitacional no au-
menta la energia del satélite unicamente, sino que altera completamente la
orbita del satélite. Tras esta ultima asistencia gravitacional lunar, el saté€lite
viaja directamente hacia el punto L4 sin estar sujeto a una orbita eliptica
en torno a la Tierra.

Por otro lado, se observa en las dos imagenes inferiores de la Figura 5.32
que la orbita en torno a L4 después del segundo impulso es muy peque-
na (es decir, la distancia con respecto al punto teorico L4 durante la orbita
posterior al segundo impulso es considerablemente pequena en compara-
cion con los casos anteriores).

La Tabla 5.9 muestra en detalle los parametros mas caracteristicos de esta
trayectoria. Se puede ver que el consumo total es de 3,724 km/s, mientras
que la duracion total es de 64,81 dias. La maxima distancia orbital en torno
a L4 de esta trayectoria es de 6.732 km, que es mucho menor a los 94.698
km de la trayectoria BC2.

Tabla 5.9: Parametros mas caracteristicos de la trayectoria BC3 (menor
consumo para tiempos inferiores a los 75 dias)

Parametro Valor
a 223 deg
I6] 1,4004
0 270 deg

AVy 0,599 km/s
AVr 3,724 km/s
tra 64,81 dias
Rry 928 km
(Rows),... | 6.732 km

Trayectoria de Bajo Consumo BC4

A continuacion, se muestra la trayectoria de menor consumo de todas las
trayectorias encontradas, etiquetada como BC4. En la Figura 5.33 se mues-
tra la imagen en detalle de esta transferencia. Se observa que el proce-
dimiento es muy similar al de la trayectoria BC3, experimentando varias
asistencias gravitacionales lunares y terrestres, y una ultima asistencia lu-
nar que modifica muy notablemente la forma de la orbita del satélite. La
diferencia entre el movimiento experimentado por la trayectoria BC3 y BC4
es el numero de orbitas que recorre el satélite, y por lo tanto, el namero de
asistencias gravitacionales que experimenta.

La Tabla 5.10 muestra detalladamente los parametros mas caracteristicos
de esta trayectoria. Se observa que que el consumo total requerido es muy
bajo, siendo levemente superior a los 3,7 km/s, mientras que el tiempo
requerido para realizar esta operacion asciende hasta casi alcanzar los 90
dias.
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Figura 5.33: Trayectoria del punto etiquetado como BC4

Tabla 5.10: Parametros mas caracteristicos de la trayectoria BC4 (me-
nor consumo para tiempos inferiores a los 90 dias)

Parametro Valor
! 187 deg
I5; 1.4004
0 190 deg
AVL 0,5798 km/s
AVy 3,704 km/s
tr4 89,38 dias
Rr4 3.7835 km
(Rort) o 49.130 km

Es interesante destacar que el valor del impulso inicial de esta trayectoria
es exactamente igual al de la trayectoria BC3 (8 = 1.4004), de manera que
la unica diferencia entre estas dos trayectorias es la posicion inicial (o) y
el tiempo inicial (f). Curiosamente, la posicion inicial es considerablemente
similar en ambos casos (223 grados en el BC3 y 187 grados en el BC4),
sin embargo, el tiempo inicial (posicion del Sol en el momento del primer
impulso) presenta una diferencia de 80°. La diferencia en el consumo total
de estas dos trayectorias residira en la velocidad de llegada a L4 (AV;), que
en el caso de BD4 es menor que en BD3.

Esta trayectoria se puede establecer como la trayectoria de menor consumo
para duraciones inferiores a 100 dias. Por tanto, se trata de la trayectoria
de menor consumo de todas las halladas con el codigo creado.
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Categorizacion de trayectorias

Una vez halladas todas las trayectorias posibles con las condiciones inicia-
les impuestas, surge la posibilidad de intentar encontrar grupos de trayec-
torias similares, a fin de categorizar las posibles trayectorias hasta el punto
L4 de Lagrange y establecer patrones similares entre ellas. Para ello, es
necesario estudiar cada trayectoria encontrada y organizarlas segun ciertos
criterios, como puede ser el numero de orbitas en torno a la Tierra, el nume-
ro de Asistencias Gravitacionales lunares, o la distancia maxima respecto a
la Tierra.

Debido al alto namero de trayectorias encontradas, analizaremos en primer
lugar todas las trayectorias para un unico angulo 6, asumiendo que la posi-
cion solar intervendra muy poco en el tipo de trayectoria obtenido. Se podria
esperar que muchas de las trayectorias encontradas sean conceptualmen-
te similares, variando levemente el trazo del movimiento del satélite. Sin
embargo, se encuentra que la mayoria de las trayectorias encontradas pre-
sentas movimientos unicos y muy diferenciables, haciendo casi imposible
la tarea de categorizar las trayectorias.

En las Figuras 5.34 y 5.35 se muestran 16 ejemplos de trayectorias dife-
rentes, siendo la Figura 5.34 la representacion en ejes rotatorios y la Figura
5.35 en ejes inerciales. Todas estas trayectorias han sido halladas con un
f = Orad. A fin de diferenciar cada trayectoria, se les ha asignado un numero
(mostrado en la parte superior de la imagen de la trayectoria). Dicho nume-
ro se ha asignado por orden de hallazgo, siendo el namero 1 la primera
trayectoria que se encontro. Notese que estas 16 trayectorias mostradas no
representan todos los grupos encontrados, sino que son solamente algunas
de las soluciones que se han encontrado.

En las Figuras 5.34 y 5.35 se puede observar el alto namero de trayecto-
rias diferentes encontradas, cada una con un movimiento muy diferente,
creando dibujos unicos. Se aprecia también la alta variedad en el numero
de orbitas en torno a la Tierra que se producen, la distancia total recorrida,
y la influencia de la Luna en la trayectoria.

Es posible, por tanto, establecer que el numero de grupos de trayectorias
hallados es muy elevado, lo cual complica la categorizacion de las trayecto-
rias al punto L4, volviéndola casi inservible, debido a su alto numero.

Sin embargo, es interesante mostrar algunos de los grupos de movimientos
encontrados, a fin de que el lector pueda observar las diferentes opciones de
trayectorias que puede tener un satélite desde una orbita circular terrestre
hasta el punto L4 de Lagrange. De esta manera se puede entender la gran
variedad de opciones que existen a la hora de planificar una operacion, y
la versatilidad de movimiento que produce la asistencia gravitacional lunar,
en contraste con la simplicidad de las trayectorias directas usando transfe-
rencias de Hohmann.
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Figura 5.34: Ejemplos de trayectorias numeradas segun orden de ha-
llazgo, en ejes rotatorios, con 6 = 0 rad.
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Figura 5.35: Ejemplos de trayectorias numeradas segun orden de ha-
llazgo, en ejes inerciales, con 6 = 0 rad.
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Conclusiones

Conclusiones

En este trabajo se han hallado toda la familia de posibles transferencias
entre la Tierra y el punto L4 de Lagrange (en el sistema Tierra-Luna). Esto
se ha conseguido a través de la elaboracion de un algoritmo escrito a través
del software MATLAB, con un propagador orbital basado en el problema
restringido bicircular de los cuatro cuerpos. Dicho algoritmo se ha validado
a través del software GMAT y con la literatura existente, obteniendo un error
inferior al 1 %.

A fin de imponer las restricciones necesarias al algoritmo escrito, se ha es-
tablecido una mision concreta con las siguientes caracteristicas: en primer
lugar, el origen de la trayectoria es una orbita terrestre de aparcamiento de
160km de altitud; esto permite parametrizar las condiciones iniciales con
solo tres variables (o, 3, 0). En segundo lugar, el destino es una orbita estable
en torno al punto L4 de Lagrange en el sistema Tierra-Luna; el criterio para
establecer que se ha alcanzado dicha orbita estable se basa en la distan-
cia maxima respecto a L4 que obtiene el satélite. En tercer lugar, el aporte
energético se lleva a cabo a través de dos impulsos, siendo el primero en la
orbita de aparcamiento terrestre y el segundo a la llegada a las cercanias del
punto L4 de Lagrange (de manera que el satélite quede orbitando en torno
a dicho punto). Estas restricciones definen la mision que se ha establecido
a fin de hallar las trayectorias entre la Tierra y el punto L4, asi como sus
condiciones iniciales.

El algoritmo se ha disenado para tener en cuenta la atraccion gravitatoria
de El Sol, la Tierra, y la Luna. Ademas, se ha implementado un mecanismo
para evitar colisiones con la Tierra y la Luna. A fin de limitar la carga de
computacion, se ha impuesto un limite temporal de 100 dias a las transfe-
rencias. Por ultimo, el método de integracion utilizado en el propagador ha
sido un Runge-Kutta 45. La tabla 6.1 muestra algunas de las restricciones
numeéricas que se han implementado en el algoritmo

La validacion del algoritmo elaborado se ha efectuado a través de la simula-
cion de una transferencia de Hohmann en las inmediaciones de la Tierra, y
se ha comparado el resultado obtenido por el algoritmo desarrollado con el
resultado teodrico en base a la literatura existente, y con el resultado obteni-
do a través del software GMAT, de la NASA. La diferencia entre el resultado
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del algoritmo y los resultados de la literatura y de GMAT es inferior al 1 %,
validandose asi el uso del algoritmo para hallar las trayectorias buscadas.

Tabla 6.1: Restricciones numeéricas impuestas en el algoritmo

Restriccion Valor
Maximo tiempo permitido 100 dias
Altitud de la orbita de aparcamiento 167km
Distancia de llegada a L4 3.844 km
Maxima separacion orbital tras llegada 115.320km
Rango de posiciones iniciales estudiadas 360

Rango de velocidades iniciales estudiadas 32

Rango de tiempos iniciales estudiados 36

Maxima velocidad inicial 11.036 m/s
Minima velocidad inicial 10.912 m/s
Error de Validacion 0,990 %

Como se ha visto en la seccion de resultados, el algoritmo elaborado ha re-
sultado exitoso, encontrandose 4.865 soluciones posibles entre la Tierra y
el punto L4 de Lagrange en el sistema Tierra-Luna. Para ello, has sido ne-
cesario un tiempo de computacion de 225 minutos, ya que se han simulado
414.720 condiciones iniciales. El tiempo necesario para realizar la simula-
cion es altamente dependiente con el sistema operativo que se utilice para
correr la simulacion, pudiendo variar en gran medida entre diferentes orde-
nadores, pero muestra, de manera genérica, el reducido tiempo que precisa
realizar el estudio de posibles transferencias preliminares, en comparacion
a otros métodos mas precisos (como el propio GMAT).

En la seccion de resultados se ha mostrado una grafica con todas las trans-
ferencias halladas, mostrando el consumo y el tiempo de transferencia de
cada una de ellas. Esta grafica permite clasificar los resultados obtenidos
en dos categorias de especial interés: orbitas de baja duracion y orbitas de
bajo consumo. Las primeras aportan soluciones a aquellas misiones que
quieran priorizar el tiempo, siendo la 6rbita hallada de menor duracion de
tan solo 2,12 dias. Las segundas aportan soluciones a aquellas misiones
que prefieran optimizar el consumo, siendo la 6rbita de menor consumo de
tan solo 3,704 km/s. La presencia de estos dos tipos de trayectorias nos
permite encontrar la trayectoria idonea para nuestra mision, ya sea que
queramos priorizar menores tiempos de transferencia o menores costes. De
esta manera, en base a los resultados obtenidos, es posible definir un tiem-
po de transferencia maximo permitido para nuestra mision, y acudiendo
a los datos obtenidos, hallar las condiciones iniciales que nos aseguren el
menor consumo posible.

Entre todas esos resultados, la mayoria de las soluciones obtenidas han
sido transferencias internas, siendo el numero de transferencias externas
de tan solo 36 casos. Esto se debe a que las transferencias externas precisan
unos tiempos de transferencia mucho mayores, que en la mayoria de los
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casos sobrepasan los 100 dias establecidos como limitacion.

La tabla 6.2 muestra algunos parametros que caracterizan las soluciones
halladas, como el numero total de trayectorias encontradas, el numero de
orbitas externas e internas, distancia maxima a la Tierra, minimo tiempo
de transferncia o minimo consumo, entre otros.

Tabla 6.2: Principales parametros de las soluciones

Parametro Valor
Simulaciones totales estudiadas 414.720
Tiempo necesario de computacion 225 min

N? soluciones sin presencia solar 134

N? soluciones con presencia solar 4.865

N° de soluciones externas 36

N° de soluciones internas 4.829
Minima distancia obtenida respecto a L4 45 km
Maxima distancia respecto a la Tierra 1.733.000 km
Minimo tiempo obtenido 2,12 dias
Minimo consumo con Hohmann 3,859 km/s
Minimo consumo con Asistencia Gravitacional 3,704 km/s

Ademas de haber hallado toda una coleccion de posibles trayectorias, se ha
analizado el efecto de las condiciones iniciales en el tiempo de transferen-
cia y en el consumo. Se ha hallado que la presencia solar afecta mucho a
los resultados que se obtienen, reforzando la necesidad de usar modelos de
cuatro cuerpos en lugar de los modelos de tres cuerpos mas comunes, a
fin de obtener resultados mas realistas. Se ha observado que para trans-
ferencias de Hohmann es necesario efectuar el primer impulso en zonas
concretas de la 6rbita de aparcamiento, mientras que las transferencias de
baja energia son mucho menos dependientes a la posicion inicial del satéli-
te. También se ha hallado la elevada dependencia entre el valor del primer
impulso y el coste total de la mision, debido al alto porcentaje de consumo
que representa el primer impulso frente al segundo.

Se ha encontrado que el tamano de la orbita en torno al punto L4 no de-
pende directamente de las condiciones iniciales, pudiéndose hallar orbitas
muy pequenas (que se alejan poco de L4) en cualquiera de las condiciones
iniciales. También se ha hallado que las transferencias mas externas (las
que mas se alejan de la Tierra) no presentan ventajas con respecto a las
transferencias internas. Ambos hallazgos son contrarios a lo que se espera-
ba hallar.

Por ultimo, se han podido definir las trayectorias mas significativas: la tra-
yectoria de menor duracion, la trayectoria de menor consumo, y una serie
de trayectorias de minimo consumo para diferentes margenes de tiempo. Se
han analizado individualmente las trayectorias que proporcionaban algun
tipo de ventaja sobre las demas, como puede ser el minimo consumo. La

Pagina 119 de 141



Resultados Jose A. Reina

Tabla 6.3 muestra las trayectorias mas relevantes encontradas, asi como
una posible aplicacion de cada una de ellas.

Tabla 6.3: Trayectorias encontradas mas caracteristicas

Nombre « 15} 0 AVr tra Aplicacion
(deg) | () | (deg) | (km/s) | (dias)
MinDurl | 283 | 1,4142 | 100 | 4,883 | 2,12 | Misiones de llegada
inmediata

MinDis2 283 | 1,4122 | 260 | 4,759 | 2,23 | Misiones de observa-
cion lunar o terrestre
MinDur2 | 299 | 1,4024 | 300 | 3,979 | 4,36 | Mision de bajo con-
sumo con llegada en
menos de 1 semana
BCl1 219 | 1,4014 | 220 | 3,859 | 25,74 | Mision de bajo con-
sumo con llegada en
menos de 1 mes

BC2 339 | 1,4009 | 260 | 3,797 | 35,05 | Mision de bajo con-
sumo con llegada en
menos de 50 dias
BC3 223 | 1,4004 | 270 | 3,724 | 64,81 | Mision de bajo con-
sumo con llegada en
menos de 75 dias
BC4 187 | 1,4004 | 190 | 3,704 | 89,38 | Mision de minimo
consumo

En cuanto a la categorizacion de las orbitas encontradas, se ha hallado que
la cantidad masiva de diferentes tipos de maniobras, asistencias, y condi-
ciones iniciales vuelven practicamente imposible la categorizacion efectiva
de los tipos de transferencias entre la Tierra y el punto L4.

Es importante recordar que los resultados obtenidos han sido de carac-
ter preliminar, a fin de poder hallar toda la familia de orbitas posibles. Las
soluciones preliminares encontradas son el primer paso en un proceso com-
plejo de optimizacion de misiones espaciales, en la que se busca ampliar el
conocimiento de las posibles trayectorias. Una vez hallados los resultados
preliminares, éstos podran ser usados para un estudio mas concreto y pre-
ciso de las transferencias, que se realiza en etapas posteriores del diseno de
una mision espacial.

En vista de los resultados obtenidos, se puede concluir que el estudio reali-
zado ha sido un éxito, habiéndose conseguido cumplir los objetivos impues-
tos al comienzo del estudio, y habiéndose hallado resultados interesantes
que incrementan el conocimiento sobre las transferencias de baja energia
entre la Tierra y el punto L4 de Lagrange, tal y como se pretendia con este
trabajo.
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Trabajo futuro

A lo largo de la elaboracion de este trabajo, se han identificado ciertos as-
pectos en los que el estudio podria continuarse, a fin de incrementar el co-
nocimiento sobre el tema. A continuacion, se presentan los trabajos futuros
mas relevantes que podrian realizarse:

Optimizacion de trayectoria mediante métodos directos

Durante el presente estudio se ha elaborado un algoritmo en el que se han
encontrado todas las trayectorias posibles, sin haberse impuesto ningun ti-
po de proceso de optimizacion de trayectorias, y con las tnicas restricciones
de evitar la colision y mantenerse dentro de un margen temporal admisible.

Una vez obtenidas las trayectorias preliminares, se podria continuar con
un estudio mas detallado a través de la optimizacion de trayectoria por el
meétodo directo. Este método es utilizado por muchos autores que realizar
analisis de trayectorias de baja energia, y permite encontrar directamente
los resultados 6ptimos, reduciendo el tiempo de computacion. Autores como
[7] o [8] utilizan este método. Sin embargo, a la hora de encontrar trayec-
torias optimas, hay tantas posibilidades que aplicar este tipo de técnicas,
sin conocer ningun parametro preliminar, puede resultar ineficiente apli-
car este método sin haber obtenido previamente resultados preliminares,
debido a la dificultad de encontrar minimos globales, encontrar posibles di-
vergencias o la ausencia de restricciones necesarias. Por ello, resulta muy
util realizar un estudio preliminar, como el realizado en el presente trabajo,
que aporte regiones donde buscar con mas precision a través de métodos
directos.

Propulsion de bajo impulso

El presente estudio impone la condicion de efectuar dos impulsos para per-
mitir la transferencia, uno al inicio (al salir de la 6rbita de aparcamiento
terrestre) y otra en las cercanias del punto L4 (al llegar al destino). Este
método de los dos impulsos es muy utilizado en misiones espaciales y se
basa en el método convencional de la transferencia de Hohmann, que usa
dos impulsos para realizar la transferencia.

Sin embargo, algunos autores defienden que usar dos impulsos no es la
manera mas eficiente de realizar la transferencia, como [7] y [21], que usan
propulsion de bajo impulso (“Low-Thrust Propulsion”). La mision SMART-1
utilizo este tipo de propulsion en 2006, demostrando que el coste de las
transferencias de baja energia se podia reducir aiin mas con este tipo de
tecnologia [7]. El motivo de la mejora en coste de esta tecnologia es el au-
mento del impulso especifico que tienen estos motores, como pueden ser
por ejemplo los motores de iones [21].

Sin embargo, introducir el impulso de este tipo de motores en las ecuaciones
de movimiento de un satélite no es trivial. En los impulsos convencionales
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(doble impulso) se asume que la diferencia de velocidad debido al impulso
efectuado es instantanea, de manera que este impulso se modeliza mate-
maticamente forzando un cambio de velocidad en las ecuaciones de estado
del vehiculo. Sin embargo, si se introduce motores Low-Thrust, el cambio
de velocidad no se produce instantaneamente, por lo que la aceleracion pro-
ducida por los motores debe considerarse como parte de las ecuaciones del
Problema Restringido Bicircular de los Cuatro Cuerpos. Ademas, se debera
tener en cuenta la variacion de la masa del satélite con el tiempo. Para ter-
minar de complicar la implementacion numérica, este tipo de misiones no
imponen el ratio de activacion de los motores, ni el momento en el que se
activan, siendo éstas incognitas del problema [21]. Por ultimo, este tipo de
propulsion no permite realizar misiones cortas, por lo que no permitirian el
estudio de las transferencias de menor duracion.

En un trabajo futuro se podria introducir las ecuaciones que rigen un im-
pulso con motores Low-Thrust, y estudiar el impacto que €éstos tienen en
las soluciones encontradas, analizando la presunta mejora en consumo que
proporcionan estos sistemas.

Captura orbital en L4

En el presente estudio se ha impuesto que a fin de situar al satélite en L4,
la velocidad de éste debe anularse por completo, reduciendo su energia al
minimo posible. Esta aproximacion puede modificarse en un estudio pos-
terior, a fin de aumentar la precision, utilizando el método de la captura
orbital. Este método impone el calculo de una orbita objetivo en torno a L4,
y en lugar de anular por completo la velocidad del satélite en torno a L4,
se modifica solo parcialmente la velocidad para que esta cumpla con la ve-
locidad objetivo de la 6rbita que se pretende obtener. Este tipo de captura
orbital es especialmente interesante si la orbita objetivo es de gran tamano,
de manera que el impulso se produzca en el apogeo de la orbita, donde la
velocidad es menor. De esta manera, la reduccion de velocidad es menor, y
el consumo se reduce [12].

El problema de este tipo de capturas en torno a L4 es calcular la orbita
que garantice estabilidad a pesar de la influencia solar, que perturba el
movimiento del satélite. El calculo de orbitas estables en torno a L4 escapa
del proposito de este estudio, por lo que se ha decidido no incluirlo por el
momento. Sin embargo, en futuros trabajos es posible estudiar las orbitas
estables en torno a L4 a fin de minimizar el valor del segundo impulso del
satélite, proporcionando una captura orbital, y de esta manera, reducir el
coste de la mision.

Tiempo maximo de transferencia

En el presente estudio se ha establecido un tiempo maximo de transferen-
cia por motivos de eficiencia informatica, pero sin un criterio fisico. Seria
posible, teéricamente, aumentar dicho tiempo de transferencia y hallar tra-
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yectorias con menores consumos, a pesar de presentar mayores tiempos de
transferencias. Aumentar estos tiempos implicaria un tiempo total de calcu-
lo mucho mayor al obtenido con el presente limite, pero en trabajos futuros,
seria recomendable aumentar dicho tiempo, a fin de encontrar posibles tra-
yectorias con menores consumos.

Es importante mencionar que a pesar de haber encontrado casi cinco mil
soluciones, no se ha encontrado ninguna que cumpla con el limite teorico
inferior de 5 = 1.3983 (siendo la menor encontrada § = 1.4004, tal y como se
calcul6 en el apartado 3.5, por lo que teéricamente aun se pueden encontrar
trayectorias con menores consumos a los encontrados hasta ahora, con tan
solo aumentar el tiempo de transferencia.
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Anexo A

Diagrama de Grant

La imagen A.l1 muestra un diagrama de Grant en la que se exponen las
principales etapas del proceso de creacion del TFM, en las que se incluye:

= Busqueda bibliografica de toda la informacién tedrica necesaria para
elaboracion del proyecto.

» Elaboracion del algoritmo que permita hallar las transferencias a L4.

= Validacion del algoritmo (proceso casi paralelo a la elaboracion del al-
goritmo).

= Obtencion de Resultados, una vez validado el codigo, incluyendo las
graficas y las tablas.

» Redaccion del documento

» Revision del documento por el Tutor Académico y Correccion del docu-
mento por parte del alumno hasta version final.

Enero Febrero Marzo Abril Mayo Junio

Blasqueda
bibliografica

Elaboracion del algoritmo

Validacion del
algoritmo

Obtencion de
los resultados

Redaccion del
documento

Revision y Correccion

Figura A.1: Diagrama de Grant del proceso de elaboracion del TFM
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Anexo B
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% Parametros generales

9 mu = 1.21506683e-2; $Parametro masico Tierra-Luna

10 oms 9.25195985e-1; %Velocidad angular del sol (escalada)

11 r0 = (6378+167)/384400; $Distancia de la orbita de aparcamiento

12 dis2L4 = 0.01; %Distancia a la gque se considera cercano a L4

13 Opt=odeset ('Events’, @Colision,’RelTol’, 1.0e-10, ’'AbsTol’, 1.0e-10);

15 $% Calculo de Todas Trayectorias

16 npalfa = 360; $Numeros de puntos en los que se divide la posicion
17 npbeta = 32; %Numeros de puntos en los que se divide la velocidad
18 nptheta = 36; Numeros de puntos en los que se divide el tiempo

19 beta_min = 1.3983; $Beta minimo

20 beta_max sgrt (2); %Beta maximo
21 tf = 23; % Tiempo maximo permitido (100dias)

\o

23 [Sol] = Mission(npalfa,npbeta,nptheta,beta _min,beta max,tf,dis2L4,0Opt);
24

25

26 %% Trayectorias de baja duracion - (Efecto del sol)
27 npalfa = 179;

28 npbeta = 60;

29 nptheta = 4;
30 beta_min = 1.4013;

31 beta_max = sqrt(2);
32 tf = 5;
33

3¢ [Sol2] = Mission(npalfa,npbeta,nptheta,beta _min,beta _max,tf,dis2L4,0pt);

37 $% Trayectorias de baja duracion - (Minimo Impulso)
38 npalfa = 179;
39 npbeta = 20;
40 nptheta = 11;
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beta_min 1.4020;
beta_max = 1.4024;
tf = 5;

[Sol3] = Mission (npalfa,npbeta,nptheta,beta_min,beta_max,tf,dis2L4,0pt);

%% Trayectorias de bajo consumo
npalfa = 180;

npbeta = 30;

nptheta = 12;

beta_min = 1.3983;

beta_max = 1.4020;

tf = 23;

[Sol4] = Mission (npalfa,npbeta,nptheta,beta_min,beta_max,tf,dis2L4,0pt);

%% Grafica Completa con todos los puntos calculados
figure ()
scatter ([Sol.t_L4].%x4.3425, [Sol.VT_L4].x1.0245,5,"filled’)
annotation (’ rectangle’, [.13 .3 .25 .6],’Color’,’"red’)
annotation (’textarrow’,[.5 .39],[.9 .85],’String’,’Baja Duracion’)
annotation (’ rectangle’, [.3 .15 .6 .2],’Color’,’"red’)
annotation ('’ textarrow’, [.35 .31,[.19 .21],’String’,’Bajo Consumo’)
xlabel (' Trip Duration [days]’)
ylabel (' \Delta V [km/s]')

%% Comprobacion del efecto de la posicion del sol
Postheta = unique([Sol.thetal);
for i=1l:length (Postheta)
nPT (i) = length( find([Sol.theta]==Postheta(i)));
end

%Todos los puntos
figure ()
scatter([Sol.t_T14].%x4.3425, [Sol.VT_L4].%x1.0245,5, [Sol.theta],’filled’)
xlabel (! Trip Duration [days]’)
ylabel (' \Delta V [km/s]')
cb=colorbar;
ylabel (cb,’\theta [deg]’);

%$Distribucion geometrica de thetas

figure();

scatter (cos (deg2rad (Postheta) ), sin(deg2rad (Postheta)),nPT,’'b’,’filled’)
hold on
quiver (0,0,1.5,0,"k");text(1.2,0.1,"Moon’)
quiver (0,0,0.4,0.34,"k’);text (0.32,0.15,’\Theta’)

plot (0.3xcos(0:0.1:pi/4),0.3xsin(0:0.1:pi/4), k")

title('Repetitividad del tiempo Inicial’);
xlabel ("x [~]")
ylabel('y [~]17)
x1lim([-1.5 1.5]
ylim([-1.5 1.5]
axis equal

)
)

s $Porcentaje de aparicion de cada theta

figure () ;
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98 plot (Postheta, 100+xnPT/length (Sol),’ x")

99 title('Repetitividad del Tiempo Inicial’);
100 xlabel (’ \theta [deg]’)

101 ylabel (" % Resultados [%]')

102 ylim ([0, 507)

103
104 $Efecto directo de theta sobre el tiempo y el consumo
105 figure();

106 subplot (2,1,1)

107 scatter ([Sol.theta], [S0ol.VT_L4]1,10,’filled’)

108 xlabel (' \theta [deg]’)

109 ylabel (' \Delta V [km/s]’)

110 subplot (2,1, 2)

111 scatter ([Sol.thetal, [Sol.t_L4]1%4.3425,10,’filled”)
112 xlabel (' \theta [deg]’)

113 ylabel (' Tiempo [dias]’)

114

115 $% Comprobacion del efecto de la velocidad

116 Posbeta = unique([Sol.beta]);

117 for i=1:length (Posbeta)

118 nPB (i) = length( find([Sol.beta]==Posbeta(i)));
119 end

120

121 $Todos los puntos

122 figure ()

123 scatter ([Sol.t_L4].%4.3425, [S0ol.VT_L4].%1.0245,5, [Sol.beta],’filled’)
124 xlabel (' Trip Duration [days]’)

125 ylabel (" \Delta V [km/s]’)

126 cb=colorbar

127 ylabel (cb,’\beta [~]');

128
129 3Porcentaje de aparicion de cada theta
130 figure();

131 plot (Posbeta, 100xnPB/length (Sol),” +")

132 title('Repetitividad de la Velocidad’);
133 xlabel (" \beta [~]')

134 ylabel (' % Resultados [%]')

135 ylim ([0, 507)

137 %Efecto directo de theta sobre el tiempo y el consumo
138 figure();

139 subplot (2,1,1)

140 scatter ([Sol.beta], [Sol.VT_L4],10,’filled")

141 xlabel (' \beta [~]")

142 ylabel (' \Delta V [km/s]’)

143 subplot (2,1, 2)

144 scatter ([Sol.beta], [Sol.t_14]%4.3425,10,’filled’)
145 xlabel (' \beta [~]")

146 ylabel (! Tiempo [dias]’)

148 $% Comprobacion del efecto de la posicion en la tierra

149 Posalfa = unique([Sol.alphal);

150 for i=l:length (Posalfa)

151 nPA (i) = length( find([Sol.alpha]==Posalfa(i)));
152 end
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%Todos los puntos
figure ()
scatter ([Sol (:).t_L4].x4.3425,...
[Sol(:).VT_L4].%x1.0245,8, [Sol.alphal*180/pi,’ filled’);

xlabel (! Trip Duration [Days]’)
ylabel (' \Delta V [km/s]')
cb=colorbar;
ylabel (cb,’\alpha [deg]’);

$Distribucion geometrica de thetas
figure () ;
scatter (cos (Posalfa),sin(Posalfa),nPA,’'b’,’filled’);hold on
quiver(0,0,1.5,0,"'k");text(1.2,0.1,"Moon’)
quiver(0,0,0.4,0.34,’k’");text (0.32,0.15,’\alpha’)
plot (0.3xcos(0:0.1:pi/4),0.3xsin(0:0.1:pi/4), k")
title('Repetitividad de la Posicion Inicial’)
xlabel ("x [~]")
ylabel('y [~]7)
x1lim([-1.5 1.5]
ylim([-1.5 1.5]
axis equal

)
)

$Efecto directo de theta sobre el tiempo y el consumo
figure ()
subplot (2,1,1)
scatter (rad2deg([Sol.alphal), [Sol.VT_L4]x1.0245,10,"filled”)
xlabel (' \alpha [deg]’)
ylabel (' \Delta V [km/s]’)
subplot (2,1, 2)
scatter (rad2deg([Sol.alphal), [Sol.t_L4]%x4.3425,10,"filled")
xlabel (' \alpha [deg]l’)
ylabel (! Tiempo [dias]’)

$Velocidad segun las condiciones iniciales
figure ()
subplot (1,2,1)
scatter ([Sol.alpha]*180/pi, ...
[Sol.vL_L4]%1.0245,8, [Sol.beta],’filled’)
xlabel (' \alpha [deg]’)
ylabel (' Velocidad de llegada a L4 [km/s]’)
cb=colorbar;
ylabel (cb, '’ \beta [~]');
subplot (1,2, 2)
scatter ([Sol.alpha]*180/pi, ...
[Sol.vL_TL4]%x1.0245,8, [Sol.theta],’filled’)
xlabel (' \alpha [deg]’)
ylabel (' Velocidad de llegada a L4 [km/s]’)
cb2=colorbar;
ylabel (cb2,’ \theta [~]');

%$Velocidad de llegada segun beta
figure ()
scatter ([Sol.beta]l, [Sol.vL_L4]./[Sol.VT_L4],5,’filled’)
xlabel (" \beta [~]")
ylabel (v_L / v_T [~]" )
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for i=1l:length(Sol)
MD (i) = Sol (i) .orb.MD;
end

Distancia maxima segun distancia de llegada
figure ()
scatter([Sol.min_rL4],MD, 5, [Sol.theta],’filled’)
xlabel (Distancia Inicial [~]7)

% Comprobacion de la distancia maxima durante orbita

ylabel (Maxima Distancia Orbital entorno a L4 [~]')

hold on
plot (linspace(0,0.01,100),linspace(0.3,0.3,100),
cb=colorbar;
ylabel (cb,’\theta [deg]’)
ylim ([0, 1])

Orbita cercana con posicion inicial lejana
figure ()
PlotFullMission (Sol,3200)

Orbita con menor Distancia orbital
figure ()
PlotFullMission (Sol, 3253)

Efecto del sol en trayectorias de baja duracion
figure ()

4 77kl )

scatter ([Sol2.t_L4]1%4.3425, [S0l2.VT_L4]%1.0245,5, [Sol2.theta],’filled

")
cb=colorbar;
ylabel (cb,’\theta [deg]’)
xlabel (' Trip Duration [Days]’)
ylabel (' \Delta V [km/s]')
hold on

annotation (’textarrow’, [.15 .4],[.6 .5],’FontSize’,6,’Linewidth’,1)

text (9, 4.4, ’'\theta’, ’'FontSize’,15)

Puntos de estudio de baja duracion
k=0;
for i=1:1length(Sol2)

if Sol2(i).theta ==

k=k+1;
BDt (k) = Sol2(i).t_L4;
BDvt (k) = Sol2(i).VT_L4;
end
end
figure ()

scatter (BDtx4.3425,BDvt*1.0245,5,’ filled’)

annotation (' textarrow’,[.3 .2],[.74 .84],’String’,’BD1l’)

1, 0.3
lo[27 371,
1)

annotation (’textarrow’, [.34 .28

annotation (’textarrow’, [.64 .54
xlabel (' Trip Duration [Days
ylabel (' \Delta V [km/s]’)

Orbitas caracteristicas para baja duracion
figure ()
plottarget (Sol2,2.22732/4.3425,4.77997/1.0245) ;

.2]1,’String’,’BD2")

String’,’BD3’)

hold on
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plottarget (Sol2,4.78667/4.3425,3.98538/1.0245);
plottarget (Sol2,11.7168/4.3425,4.22329/1.0245);

%Grafica de minimo impulso con baja duracion
figure ()
scatter ([Sol3.t_L4]1%4.3425, ...
[S013.VT_L4]%1.0245,5, [Sol3.theta],’fill

cb=colorbar;
ylabel (cb,’ \theta [deg]’)
xlabel (! Trip Duration [Days]’)
ylabel (' \Delta V [km/s]')
x1im ([0 207)

hold on
hold on

ed”);

annotation (’textarrow’, [.65 .58],[.17 .13],’String’,’BD4’)

%0rbita de minimo impulso y baja duracion
[~,b] = min([S0l3.VT_L4]);
figure ()
PlotFullMission (Sol3,b)

o)

% Orbitas de bajo consumo

figure ()

scatter ([Sold.t_L4].x4.3425, ...

[S0l14.VT_L4].%x1.0245,5, [Sold.theta],’fil

xlabel (' Trip Duration [days]’)
ylabel (' \Delta V [km/s]')
cb=colorbar;
ylabel (cb,’ \theta [deg]’);

led’)

.341,’String’,’BC3")

annotation ('’ textarrow’,[.63 .71,[.17 .13],’String’,’BC4")
annotation (' textarrow’, 53 s o
annotation

14

annotation (’textarrow’, 19

, [

%$Orbitas de estudio

figure ()

PlotFullMission (Sol4,38); %BC4
figure ()

PlotFullMission (Sol4,212); %BC3
figure ()

PlotFullMission (Sol4,111); $%SBC2
figure ()

PlotFullMission (Sol4,1); %BCL

%% Orbitas caracteristicas
mu = 1.21506683e-2;
k=0;
figure ()
for j = [36,87,61,50,77,35,102,188,107,1,172, ...
64,98,135,40,11,121,131,155,233]
t_tra = Sol(j).tra.t; x_tra = Sol(j).tra.x;

subplot (5,4, k)
circle(-mu,0,6371/384400,"’b’);hold on
circle(l-mu,0,1737.4/384400,’r");hold on
plot (0.5-mu, sqrt (3) /2, k")
plot(x_tra(:,1l),x _tra(:,2))

axis equal

Pagina 132 de 141

k=k+1;

(

( [. 59] 27

("textarrow’, [.36 .32],[.33 .41]1,’String’,’BC2’")
( [. 17] .4 .5],’"String’,’BC1l’")



TFM - 2023

325 xlabel ("x [~]")

326 ylabel ('y [~]7)

327 title (num2str (Jj))

328 end

329

330 k=0;

331 figure ()

332 for 3 = [36,87,61,50,77,35,102,188,107,1,172, ...
333 64,98,135,40,11,121,131,155,233]

334

335 t_tra = Sol(j).tra.t; x_tra = Sol(j).tra.x; k=k+1;
336

337 subplot (5, 4, k)

338 xer_tra = Syn2ECI(t_tra, x_tra, mu);

339 circle(0,0,6371/384400,’b’);hold on

340 plot ((1-mu) *xcos (0:0.01:2%pi), (1-mu) *sin(0:0.01:2xpi),’ ——k’)
341 hold on

342 plot (xer_tra(:,1l),xer_tra(:,2))
343 axis equal

344 xlabel ("x [~]")

345 ylabel ('y [~]7)

346 title (num2str (3j))

347 end

348

349 %Calculo de la maxima distancia en orbitas externas
350 for i=l:length (Sol)

351 rT = sqgrt( (Sol(i).tra.x(:,1) + mu ).”2 + Sol(i).tra.x(:,2).7%2 );
352 MR (1) = max(rT);
353 end

354 [~,TE] = find (MR>4);

356  k=0;

357 figure ()

358 for j = TE

359

360 t_tra = Sol(j).tra.t; x_tra = Sol(j).tra.x; k=k+l;
361

362 subplot (3, 3, k)

363 circle (-mu, 0,6371/384400,’b’);hold on

364 circle(1-mu,0,1737.4/384400,’r");hold on

365 plot (0.5-mu, sqrt (3) /2, k")

366 plot (x_tra(:,1l),x_tra(:,2))

367 axis equal

368 xlabel ("x [~]")

369 ylabel ('y [~]7)

370 title (num2str(3j))

371 end

372

373 k=0;

374 figure ()

375 for j = TE

376 t_tra = Sol(j).tra.t; x_tra = Sol(j).tra.x; k=k+l;
377 xer_tra = Syn2ECI(t_tra, x_tra, mu);

378

379 subplot (3, 3, k)

380 circle(0,0,6371/384400,'b’);hold on

381 plot ((1-mu) xcos(0:0.01:2%pi), (1-mu) »sin(0:0.01:2%pi),’ ——k’)
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382 hold on

383 plot (xer_tra(:,1l),xer_tra(:,2))
384 axis equal

385 xlabel ("x [~]")

386 ylabel ('y [~]1")

387 title (num2str(j))

388 end

389

390 $Localizacion de las orbitas externas en el mapa general

391  figure ()

392 scatter ([Sol.t_L4].x4.3425, [Sol.VT_L4].%x1.0245,5,’k’,"filled’) ;hold on
393 scatter ([Sol(TE) .t_L14]1%4.3425, [Sol (TE) .VT_L4]%1.0245,15,"r’,’filled’);
394 xlabel (! Trip Duration [days]’)

395 ylabel (' \Delta V [km/s]')

396

397 %0rbita de maxima distancia a la tierra

398 [a,MaxTE] = max (MR);

399 figure ()

400 PlotFullMission (Sol, MaxTE)
401

402

403

404

405

406

407

408 %% Mission

1400 function [Sol] = Mission (npalfa,npbeta,nptheta,beta_min,beta_max, ...
410 dt,mindis2L4, Opt)

411 %%%%%%% Calculo de todas las trayectorias posibles a L4 $%%%%%%%%%%%%%%
412

413 Datos de entrada:

414 - npalfa = numero de puntos de alfa a analizar

415 — npbeta = numero de puntos de beta a analizar

416 — nptheta = numero de puntos de theta a analizar

417 — beta_min = Beta minima a analizar

418 - beta_max = beta maxima a analizar

419 - tf = Tiempo maximo de integracion

420 - mindis2L4 = Distancia para considerar que se llega a L4

421 - Opt = condiciones de la integracion odeé45

Datos de salida:
- Sol = Estructura con todos los datos de las trayectorias
encontradas, segun "GuardarSolucion"

423
424
425
426
427 Funciones necesarias:
- createwaitbars

— Initial

— BCR4BP

- GuardarSolucion

o

S

o

©

%

%

%

o

]

o

©

o

°

%

%

29 <
422 %
o

©

o

©

%

%

%

5 o
428 %
o

429 <
)

430 <
)

431 o
)

432 o
2 2990000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
433 ©0©000000060000000000000000000600060006000000000000060006000600060006000000O00006O00

434

435 mu = 1.21506683e-2; %$Parametro masico Tierra-Luna [~]
436 oms = 9.25195985e-1; %Velocidad angular del sol [~]
437 [wtbl,wtb2,wtb3] = createwaitbars(); %Barras de esperqg

438
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439 % Calculo de todas las trayectorias posibles

440 for n=l:nptheta

441 waitbar (n/nptheta, wtbl) ;

442 theta = (n-1)*360/nptheta; ti = deg2rad(theta) / oms;

443 for j=1:npbeta

444 waitbar (j/npbeta, wtb2),

445 beta = beta_min+ (j-1)x (beta_max-beta_min) / (npbeta-1);

446 for i=l:npalfa

447 waitbar (i/npalfa,wtb3);

448 alfa = deg2rad(360+ (i-1)/npalfa);

449 x0 = Initial (alfa,beta);

450 [t,x] = ode4d5 (@BCR4BP, [ti ti+dt],x0, Opt);

451 rL4 = sqrt( (x(:,1)-(0.5-mu)).”"2 + ( x(:,2) —...

452 sqrt (3)/2 ) ."2 );
453 if min(rL4)<mindis2L4

454 [~,pos]=min (rL4);

455 [t_orb,x_orb] = ode45 (Q@BCR4BP,

456 [t (pos),t (pos)+100],

457 [x(pos,1l),x(pos,2),0,01,

458 Opt) ;

459 orb_rL4 = sqgrt( (x_orb(: 1)—(0.5—mu)).A2 +...

460 ( x_orb(:,2) - sqrt Y/2 ) .2 ) ;

461 if max (orb_rL4) <0

462 try [Sol] = GuardarSoluClon (Sol,

463 rlL4,t,x,alfa,beta,theta, t_orb,x_orb);
464 catch [Sol] = GuardarSolucion (struct([]), ...
465 rL4,t,x,alfa,beta,theta,t_orb,x_orb);
466 end

467 end

468 end

469 end

470 end

471 end

472 close (wtbl, wtb2, wtb3)

473 end

474

475

476

477

()

478 %% Initial

479 function [x0] = Initial (a,b)

480 %%%%%%%%%% Calculo de los parametros iniciales $%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
481
Datos de entrada:

- a = parametro alpha
= 19 parametro beta

482
483

484
485
486 Datos de salida:
487 - x0 = [x,y,vxX,vy] inicial
488
489 Funciones necesarias: None

490

©990000000900000000909000000099000000000900000000090900000000909000000000909000000
491 ©©00©0000000000000000000000000000000000000 0000000000000 00000000000000000O00
492 mu = 1.21506683e-2; %$Parametro masico Tierra-Luna [~]
493 rE = 6378 ; %$Radio de la tierra [km]
494 hA = 167; %Altitud Orbita aparcamiento [km]
495 r0 = (rE+hA) /384400; %$Radio de la orbita de aparcamiento [~]

14
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v0 = bxsqgrt ((l1-mu) /r0) %Velocidad en orbita de aparcamiento [~]
x0 = [ rO*cos(a)-mu p $x dinicial [~]
rO+xsin (a) , %y inicial [~]
—(v0-r0) xsin (a) , $vx inicial [~]
(v0-r0) xcos (a) 15 Svy inicial [~]
end
%% BCRA4BP
function [dx] = BCR4BP (t, x)
%$%% Ecuaciones del problema bicircular restringido de 4 cuerpos %%%%%%
% Datos de entrada:
% - t = Vector de tiempos
% - x = [x,y,VX,vy] — posicion y velocidad en un instante
% Datos de salida:
% - dx= [vX,Vy,ax,ay] - Velocidad y aceleracion en ese instante
% Funciones necesarias: none

mu = 1.21506683e-2; %Parametro masico Tierra-Luna [~]
rho = 3.88811143e2; $Distancia Sol-(Tierra—-Luna) [~]
oms = 9.25195985e-1; %Velocidad angular del sol [~]
ms = 3.28900541e5; %Masa del sol [~]
th = omsxt; %Angulo entre el vector S-T y el vector T-L
% Distancias con la tierra, luna y el sol (respectivamente)
r = [ sgqrt(( x(1) + mu)”*2 + x(2)"2) ,

sgrt (( x(1)-1+mu)~"2 + x(2)"2) , .

sgrt (( x(1) - rhoxcos(th))”"2 + (x(2) - rhoxsin(th))"2)]1;
% Aceleracione y velocidades
dx = [ x(3), x(4), .

2%x (4) x(1l) — ...

((1-mu) * (x (1) +mu) ) /r (1) "3 -

mu* (X (1)—-14mu) /r(2)"3 - ...

ms#* (x (1) —rhoxcos (th))/r(3)"3 -

ms*cos (th) /rho”2

p oo

-2*xx(3) + x(2) =

((1-mu) »x (2 /r =

muxx (2) /r( > -

ms* (x(2) rho*51n(th))/r(3)A3 - ..

ms*sin (th) /rho”2 17;

end
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%% Colision

function [value, isterminal, direction] = Colision(~, Xx)

%% Calculo de la condicion de colision con la luna o la tierra %%%%%%%%%

%

% Datos de entrada:

% - x = [x,y,VX,vy] — posicion y velocidad en un instante

%

% Datos de salida: Condicion de parada para la funcion ode4d5

%

% Funciones necesarias: None

%

5555555555555 5555555555555 55%5%555555%5%555555%5%555%55%5%5%555%5%5%5%5%555%5%5%5%%%%
mu = 1.21506683e-2;
value = ( or( ((sgrt(( x(l)-1+mu)”~2 + x(2)"2)) < 0.0048 ), ...

((sgrt(( x(1) + mu)”"2 + x(2)72)) < 0.017) ));
isterminal = 1; % Condicion para detener la integracion del odeé4b5
direction = 0;

end

%% GuardarSolucion

function [Sol] = GuardarSolucion(Sol,rL4,t,x,alfa,beta,theta,t_orb,x_orb)

$%%%%% Guardado de la solucion encontrada %$%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%5%%%%%%%

%

% Datos de entrada:

% - Sol = Estructura a la cual se adira el punto encontrado

% - rlL4 = Distancia a L4 en trayecto

% = & = Tiempo en llegar a L4

% = = Posicion al llegar a L4

% - alfa = Angulo Alpha inicial

% — beta = Parametro Beta Inicial

% — theta = Angulo theta inicial

% - t_orb = tiempo de orbita entorno a L4

% - X_orb = posicion de orbita en torno a L4

%

% Datos de salida:

% — Sol = Estructura con todos los datos guardados

% - xEsta funcion escribe en pantalla cada resultado encontrado

%

% Funciones necesarias: None

%

555555555555 %5%55%55555%55%5555%5%55%55%555%5%5%5%5%5%5%5%55%5%5%5%5%5%55%555%5%5%55%5%5%5%5%5%5%5%5%%
mu = 1.21506683e-2; %$Parametro masico Tierra-Luna [~]
r0 = (6378+167)/384400; $Distancia entre orbita ...

$de aparamiento y la tierra

k = length(Sol)+1; %Contador
Sol(k).tra.rlL4 = rl4; %Distancia a L4 en trayecto
[Sol (k) .min_rIL4,pos]=min (rL4); $Minima distancia a L4
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Sol (k) .pos = pos; %Posicion de la integracion
Sol(k).t_L4 = t(pos)—-t(l); $Tiempo en llegar a L4
Sol(k).x L4 = [x(pos,l),x(pos,2)]1; %Posicion al llegar a L4
Sol (k) .vL_L4 = sqgrt(x(pos,3)"2+x(pos,4)"2); %Velocidad al llegar a L4
Sol(k).VT_L4 = ... %Velocidad Completa
(beta—-1) *sqgrt ((1-mu) /r0) +Sol (k) .vL_L4;

Sol (k) .alpha = alfa; %Angulo Alpha inicial
Sol (k) .beta = beta; %$Parametro Beta Inicial
Sol (k) .theta = theta; $Angulo theta inicial
Sol (k) .tra.C = Jacobi(x(l:pos,:)); %$Constante de Jacobi
Sol(k).tra.t = t(l:pos); $Trayectoria (t)
Sol(k).tra.x = x(l:pos,:); $Trayectoria (x=[x,t,vx,vy])
Sol (k) .orb.t = t_orb; %Orbita (t)
Sol (k) .orb.x = x_orb; $0rbita (x=[x,t,vx,vy])
Sol (k) .orb.rLd4 = ... $Distancia a L4 durante...

sgqrt ( (Sol(k).orb.x(:,1)-(0.5-mu)).”"2 +... %la orbita

( Sol(k).orb.x(:,2) — sqrt(3)/2 ).%2 );
Sol (k) .orb.MD = max (Sol (k) .orb.rL4); $Maxima distancia a L4...

%en la orbita

disp([’Encontrado (k=’,num2str(k), ...

ry! ...Th=’, num2str (theta), ...

" ;B=",num2str (beta), ...

";a=",num2str (alfa)l);

end

[

%% createwaitbars
function [wtbl,wtb2,wtb3] = createwaitbars/()
% Barras de espera para conocer el estado del calculo $%$%%%%%%%%%%%%%%

o\
o°

Datos de entrada: none

Datos de salida: wait bars

Funciones necesarias: none

o° o° o o° o o° o° o°

wtbl = waitbar (0,’Rango de Tiempos’);

wtb2 = waitbar (0,’Rango de Velocidades’);

wtb3 = waitbar (0,’Rango de Posiciones’);

pos_wl=get (wtbl,  position’);

pos_w2=[pos_wl (1) pos_wl(2)-1.5xpos_wl(4) pos_wl(3) pos_wl(4)];
set (wtb2,’position’,pos_w2,’doublebuffer’,’on’)

pos_w2=get (wtb2, 'position’);

pos_w3=[pos_w2 (1) pos_w2 (2)-1.5+«pos_w2 (4) pos_w2 (3) pos_w2(4)]1;
set (wtb3,’position’,pos_w3,’doublebuffer’,’on’)

end
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[}
)

12

lotFullMission

function PlotFullMission (Sol,M2Plot)
% Crea una grafica con la trayectroia y orbita $%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

o\°

o0 o0 o° o O O O O A A° A A o O o o o

Datos de entrada:
- Sol = Estructura
- M2Plot Orbita a gr

Datos de salida:

— Figura con 4 graficas:
1: Trayectoria en
2: Trayectoria en
3: Orbita en ejes
4: Orbita en ejes

Funciones necesarias:
- circle
- SynECI

t_tra = Sol (M2Plot)
Xx_tra = Sol (M2Plot)
t_orb = Sol (M2Plot) .orb.t;
x_orb = Sol (M2Plot)

mu = 1.21506683e-2;

subplot (2,2,1)
circle (-mu,0,6371/3844
circle(l-mu,0,1737.4/3
plot (0.5-mu, sqrt (3) /2,
plot (x_tra(:,1),x_tra(
axis equal
xlabel ("x [~]")
ylabel ("y [~]")
title (' Trayectoria
subplot (2,2, 2)
xer_tra = Syn2ECI(t_tr
circle (0,0,6371/384400
plot ((1-mu) rcos (0:0.01
hold on
plot (xer_tra(:,1),xer_
axis equal
xlabel ("x [~]")
ylabel ("y [~]")
title (' Trayectoria
subplot (2,2, 3)
circle(-mu, 0, 6371/3844
circle(1-mu,0,1737.4/3
plot (0.5-mu, sqrt (3) /2,
plot (x_orb(:,1),x_orb(
axis equal
xlabel ("x [~]7)
ylabel ("y [~1")
title (' orbita ento

en donde se halla la solucion a graficar
aficar (posicion dentro de Sol)

ejes rotatorios
ejes inerciales
rotatorios
inerciales

00,’b’);hold on
84400,’r’);hold on
Ik/\l)

3p2))

en ejes Rotatorios’)

a, x_tra, mu);

,'b’);hold on

:2+pi), (1-mu) *sin(0:0.01:2xpi),’ ——k")

tra(:,2))

en ejes Inerciales’)
00,"b’");hold on
84400,"r");hold on
Ik/\’)

1,2))

rno a L4 (ejes rotatorios)’)
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subplot (2,2,4)
xer_orb = Syn2ECI (t_orb, x_orb, mu);
circle (0,0,6371/384400,"’b’);hold on
plot ((1-mu) xcos (0:0.01:2%pi), (1-mu) *sin(0:0.01:2xpi),’ ——k’)
hold on
plot (xer_orb(:,1),xer_orb(:,2))
axis equal
xlabel ("x [~]")
ylabel (‘y [~]')
title('orbita entorno a L4 (ejes Inerciales)’)
end
%% plottarget
function plottarget (Sol,t,VT)
$%%%%% Dibuja una trayectoria conociendo su VT y su T %%%%%%%%%%%%%%%%%%%
% Datos de entrada:
% - Sol = Estructura en donde se halla la solucion a graficar
% = & = duracion del trayecto hasta L4
% - VT = Velocidad para llegar hasta L4
% Datos de salida:
% Datos de salida:
% — Figura con 4 graficas:
% 1: Trayectoria en ejes rotatorios
% 2: Trayectoria en ejes inerciales
% 3: Orbita en ejes rotatorios
% 4: Orbita en ejes inerciales
% Funciones necesarias:
% — PlotFullMission
[~,b] = find(abs([Sol.t_L4]-t)<0.00001);
[~,b2] = find(abs([Sol([b]).VT_L4]-VT)<0.00001);
if length (b2)==
PlotFullMission(Sol,b (b2))
else
disp ('Multiples puntos encontrados’)
end
end
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781

782 %% Syn2ECI
783 function

Syn2ECI (t, xR, mu)

[xT]

o\

Transforma de ejes rotatorios a inerciales %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

o° o

<
0
o~

10
©
~

vector de tiempos

Datos de entrada

o°

T =

787

vector de posicion en ejes rotatorios

- mu = parametro mu Tierra-Luna

xR =

oe

788

o° o

2]
o~

(=3
~

Datos de salida

o°

791

Posicion en ejes inerciales

xI =

792

o\°

793

None

Funciones necesarias

o° oo

794

795

o\
o\°

o\
o\

o\
o\

o\
o\°

o\°
o\°

o\
o\°

o\°
o\°

o\°
o\

o\°
o\°

o\°
o\©

o\°
o\°

o\°
o\°

o\°
o\°

o\©
o\°

o\
o\©
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\°

797

size (xR);

= zeros(r,c);

[r,c]
xT

798

799

800

2) .xsin(t (:));
2) .xcos (t (

- xR (:,
+ xR (

))
))

+ mu) .*cos (t (
+ mu) .xsin (t(

,1)
r1)

(xR (
(xR (

xT(:,1)

801

))

A4

xI(:,2)
xI(

802

I

803

+ mu) .xsin(t (:));

+ xR (:,1)
- XR(
+ xR (

2, 4)

(xR (
(xR (

804

:,2)) .xsin(t (:))

3)

-7

:,4)

xI(

805

))

+ mu) .*cos (t (

,1)

(xR (:,4)

806

807

808 end

809

o\
o°

o\
o°

o\
o\

o\°
o\

o\
o\

o\
o\

o\
o\

o\
o\

o\
o\

o\
o\

o\
o\

o\
o\

o\
o\

o\
o\

o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\
oe

o\

Reina on Mar/2023 %$%$%%%%%%%%%%%%

Created by Jose A.
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