Capitulo II: Leccién 5. Centros de gravedad

Capitulo II: MECANICA DEL SOLIDO RIGIDO

% -
5% Leccidén: Sistema de fuerzas gravitatorias. Calculo de centros Qgg
de gravedad de figuras planas: teoremas de Guldin. <?Q
\&’
Sistemas de fuerzas gravitatorias ‘g§>

La deduccidn parte de la ley de Newton de
la gravitacidén universal, uno de los seis Eﬁégmﬂ ¢
principios fundamentales de la Mecénica'. o
I LF)

Se considera un sistema de “i” Ot> “C
articulas definido por el eso - de [P ¢
P T P P Wi ‘\é I Plano central
cada una, aplicado en Pi(x,¥,z) - \ w

©

Los vectores J; son, por tantopl- |

ligados o fijos, es decir, tienen pufto |Fig.l Esquema conceptual.

de aplicacidén y ademds, al indicazx\la
citada ley de Newton que sus rectasbde aplicacién se cortan en el
centro de la Tierra, sus rectas sqféonsideran paralelas entre si.

Durante la explicacidn <Qa teoria de vectores —-fuerzas, en
el caso tratado en el cur 2016 2017 de Fundamentos Fisicos de
la Ingenieria- deslizant " se demostrd -y ejemplificdé-, que los
sistemas de fuerzas parx@lelas, ya sea en 3D (placa exagonal de
cimentacidén ej. 3.95,(B 5) o en 2D, admitian eje central, ademés,
claro estéd, de los ég%temas de fuerzas coplanarias.

2
El sistem dee fuerzas gravitatorias de un sistema de
particulas e constituido, por tanto, por fuerzas paralelas,
por 1lo qwsw§§ no se tratara de fuerzas ligadas, tendria perfecto
sentido h&blar de eje central.

'Z

\y que recordar que el sistema de fuerzas gravitatorias,
auné@b paralelas, es un sistema de fuerzas ligadas, por lo que en
riggdr, no existe eje central. Sin embargo, la teoria de vectores

q§§ésllzantes proporciona solucidén al caso de vectores paralelos,
<},por lo que sera aplicada, como aproximacién, con el objetivo de
QV avanzar en el estudio de las fuerzas gravitatorias.
\5%
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Capitulo II: Leccién 5. Centros de gravedad

Asi pues, se supondrda que las fuerzas gravitatorias son
vectores deslizantes y que, por consiguiente, tienen eje central
que, como se sabe es, por definicidén, la recta soporte de 1la
fuerza que equivale mecédnicamente al sistema de fuerzas paralelas

deslizantes. Esa fuerza mecédnicamente equivalente al sistema de~\
fuerzas gravitatorias -supuestas deslizantes-, recibe el nombg%

de peso. (jg§>

En este momento de la aproximacidén al andlisis de lasc&fuerzas

gravitatorias se ha 1llegado -como cabia esperar,'{é haber
asimilado vectores 1ligados con vectores deslizant@,—, a una
inconsistencia, como es el que un sistema de vector ligados sea
mecanicamente equivalente a una fuerza que no tidie punto, sino
recta, de aplicaciédn. ‘Q§
Q

Se necesita introducir un nuevo con to que se denomina
“Wirial®** en un punto “Q” cualquiera, Vo), de un sistema de
vectores ligados” vy que se define c la suma del producto

escalar de un vector dirigido desde Q@’punto “Q” al “P;” por el
vector W., es decir:
] @ﬂ

—EQPWZp (0)

El virial es, por tanto, éﬁa magnitud escalar, y como tal
puede ser positiva, negatqéggoo nula. En el caso de que 1los
vectores ligados sean parale se demuestra que el espacio queda

“compartimentado” en plan cuyos puntos tienen el mismo valor de
virial y que, ademas,\@tales planos son perpendiculares a la
direccién de los vect s ligados.

R,
N
Se denomina Rgg%o central al que esta asociado al valor nulo
del wvirial, qﬁec1r, que si “P” pertenece a dicho plano,

entonces: Cb
@\ Ve=SBp W, =0 (1)
Poﬁy otro lado, de la aproximacién que suponia que los

vecto@g ligados paralelos eran deslizantes, resulta que en cada
pu 6@ “Q” del eje central, se verifica que:

Mo=30Pxi,=0  (2)
La interseccidén del plano central con el eje central es el
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punto central, que es el punto de aplicacién del sistema de

vectores ligados, que en el caso de las fuerzas gravitatorias, se Ot'o‘

denomina “centro de gravedad”. Q}\

>
La resolucidén del sistema de ecuaciones correspondientes alﬁ

eje y al plano central, proporciona las coordenadas del pux@%’

central “C”, del sistema de vectores ligados: (b(\

O

dxi* W, _EJG'W:' _2zi*W
e YT o ZcTTo
Wi SWi

”

O
(3) (Q\
Wi
2 ®

en las que “xi”, “yi” y Vzi” son las coordenadas d@e“Pi", punto de
aplicacién de ;. Conviene ya, desde este mgQ Qﬁto, que dichas
coordenadas del punto “P;” sean vinculadas al Sunto de aplicacién
del peso, que pronto serd sustituido por el g\@_)masa.

Xc=

A\Y ANY

N
Las expresiones dadas por la ecuaéi@ se generalizan al
caso de un cuerpo continuo en 3D: <2&O
o
)_(:fxgl. dw )_/:fye z fZel dW (4)
[dw w Jdw

qgue proporcionan las coor énadas del centro de gravedad del cuerpo
considerado, en las quep@omo se anticipd, “xa1”, “ye1” ¥y “ze1”, son
las coordenadas del elemento diferencial de peso “dw”.
O

Cuando el é;%%ma de vectores ligados es el de las fuerzas
gravitatorias, suele hablar de Y“centro de gravedad” aunque, en
rigor, se tg@?a del centro de masas, pues sb6lo la masa es
propiedad d S cuerpos, ya que el peso no lo puede ser, en tanto
que depen del valor de la constante gravitatoria.

'S

A

Cent@: de gravedad de figuras planas: centroides de 4&areas vy
lineas.

©

Q.%A continuacién se desarrollard el caso particular de esta teoria

que resulta mas importante en 1ingenieria civil, dque es la
determinacién del centro de gravedad de &reas y, en su caso, de
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lineas.

Los elementos estructurales Dbédsicos de la edificacidn
convencional son vigas y columnas. En ambos casos, tales cuerpos
pueden considerarse como generados por una seccidédn plana qgue seﬁ
repite indefinidamente. Se trata pues, de sdbélidos que admiten\
tratamiento que se desarrollard a continuaciédn. Q

O‘b

Si se trata de un sé6lido continuo, hay que recusrir al
cédlculo diferencial e integral y para ello, empezar por{€oncretar
la expresidén del peso del elemento diferencial conside o:

%
dW =gedm=ge*p*dVol (5) Oé
&
Q)Q
Si en el sdélido continuo considerado J(@ulta que dos de sus
dimensiones predominan sobre la tercera; Q@ dec1r, si el sélido es
una placa de densidad “p” y espesor “t” esulta:

szg'dng'p'dVol:QQ«p t*dA (6)

@
y las expresiones (4), quedaria%&e la siguiente forma:
>
X = Sxa®gepete dA\‘$:fyel..g.p.t.dA;Z=0 (7)
Jpete °d&® JpetegedA

Si se supone q%@ como suele ser habitual, el espesor “t” de
la placa es cons y que también lo es su densidad -es decir
que se trata de Q placa homogénea-, el producto “pet” sale fuera
de la 1ntegra§0y desaparece de numerador y denominador, quedando:
_ Xel..dA.?:fyel..dA
'O fdA [dA
que pr rcionan las coordenadas del centro de gravedad del area
de u placa cuyos ejes XY se han hecho coincidir con ella.
?*O El numerador de 1las expresiones (8) es el producto del
ferencial de &rea por la distancia a un eje. En “Fundamentos
Q/ Fisicos de la Ingenieria“™ se utilizan ciertos conceptos en
%\Q diferentes contextos. Uno de ellos es el de momento gue, en
O

:Z=0 (8)
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sentido amplio, se refiere al producto de “algo” por una
distancia. Cuando ese “algo” es un A&rea, dicho producto se db‘
denomina momento estdtico y hay dos: el momento estdtico respecto QF
al eje 0Y, que es el numerador de 1la abscisa del centro de D
gravedad en las expresiones (8), y el momento estatico respecto aL§

eje OX que es el numerador de la ordenada del cdg. &
&
El momento estdtico también se denomina momento de imer
orden, para diferenciarlo del momento de segundo orden %53"68 el
momento de inercia de un &area. O
&
Asi pues, si la placa es x ]
homogénea vy de espesor constante, Y é@
las coordenadas del centroide, o ‘ng
centro de gravedad de un area 43‘
resultan ser: d? Y=f(x)
N\
M
— f.X'el.dA ,'Y — fyel.dA (9) Qé\: L_I
JdA JdA PO P Ay=y
(bo le— X
C\)(\ Xg =X
En la figura 2 se preq@@a el
significado de “xa” e “ye'§§én. las f—
expresiones (9), que no égp sino el Xa = f7(y)
de las coordenadas del@' centro de |Fig. 2. Elementos diferenciales
gravedad del elemento @}ferencial. de area.

Si en la fé§$% 2, y para hallar el cdg del &area encerrada
por la func1om‘ considera un elemento diferencial
vertical, el del elemento diferencial es el punto sefialado en
color verde Eéus coordenadas, las acotadas.

=

Pa el caso del elemento diferencial horizontal —-el sefialado

con “rama verde-, la abscisa de su centro de gravedad “xe1” no
es Jﬁaenxoneamente acotada en la figura 2, sino la mitad de ella,
P como se ha venido subrayando, se trata de la abscisa del cdg

§@ rectidngulo verde. En consecuencia, la abscisa del cdg del
<%, lemento diferencial verde es la mitad de la reciproca de f (x)
e\“@
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En el caso de que el &rea del Ot'o‘
que se solicita el centroide se Q;{\
pueda descomponer en Aareas mas Q\)
sencillas, como es el caso de la g
superficie rayada de 1la figura 3, \@g
que puede suponerse formada por (\(b
agregacién de un rectangulo, un Q‘b
tridngulo y un cuarto de circulo, (X
las expresiones (9) se pueden \\(\
convertir en las qgue se muestran a (\?JSQ
continuacién: O X

Fig. 3. Area f&i@mada por figuras
sencillas. ,-,\O

- xi® A — Ei'Ai &
yo X y=27 (10) &
EAi EAI' Q
N\
K.
en las que el sumatorio tiene tres sumgndos, los correspondientes
a cada una de las sub &reas antes cit@i@s.

\

El otro caso cuyo tratamie ﬁ\()b es de interés es el de un
s6lido en el que dos de las diné?lsiones son similares entre si y
muy inferiores a la tercera.(b esa descripcidédn responden, como
casos mas relevantes en ing eria, los de los cables, pdérticos o
estructuras lineales formagas por alineaciones rectas y curvas.

\&

Si se represent@q’por “dWw” el peso de, por ejemplo, un

elemento diferenciali@de cable, resulta:

Q}Q
\%
0@ dW =pegeAsds (11)
W
y ’ siendo ds:«/dx2+dy2;ds: I+y’2dx (12)

'S

A%

é/i el cable en cuestidn se supone homogéneo y de seccidn
C tante, y se le supone en el plano XY, las expresiones (4)
edarian en la forma:

)
\A@Q PR [y, ds
~_Jxatds - _Jy,°*
\3% e [ds 6)5)/_8 [ds
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Simetrias
Si una figura plana tiene un eje de simetria, es posible (2}
considerarlo como eje coordenado, y en tal caso, todo elemento Q}\

diferencial tendrd otro igual al otro lado de dicho eje. Como >
consecuencia, la coordenada del elemento diferencial que esﬁ
perpendicular al eje de simetria, tendrd siempre otra coordena\

de signo contrario, por lo que serd nula la suma de los mome{{@os
estdticos correspondientes al eje de simetria que ha sido adoptado
como eje y en tal caso, el centro de gravedad tendré estar
situado en dicho eje. Es decir, si hay un eje de é&etria —
c.d.g. del 4rea se encuentra necesariamente en él. C)(b

Si la figura tiene dos -o més-, ejes de simet&a, su punto de
interseccidén se denomina centro de simetria y J_@\ aplicacién de 1la
consideracién anterior conduce a dque el cd%ﬁ\\seré el punto de
interseccidén de los dos ejes de simetria. En\{s@nsecuencia, si hay
centro de simetria — c.d.g. Q\.

LN

QE

Qo

Los teoremas de Guldin -o de P@bus Guldinus, como los denominan
Beer vy Johnston-, son de a(g@:acic’m a figuras planas y a los
cuerpos que tales figuras p en generar cuando giran alrededor de
un eje que, por sencill > en el desarrollo inicial de dichos
teoremas, se supondra \§L\Je no tiene interseccién con dichas
figuras. O
¥

Los teoremas 9 Guldin pueden ser utilizados para determinar
la posicidn del\géntro de gravedad de lineas y &reas siempre que
se conozca la %@perficie tridimensional que engendran las primeras
y el volumen\e las Aareas.

Teoremas de Guldin

EnQ/@a practica, la restriccidén anterior supone que casi
siempre\/Se tendrd que hablar de superficies sencillas como la de
una era (4nR2), o la superficie lateral de un cilindro, etc. En
C to a los volumenes, tendrad que estarse a los de una esfera

3 s g 2
%\@ R°/3), cilindro (mR“H), etc.

& El primer teorema de Guldin indica que la superficie generada
\)%\ por una linea al dar una vuelta alrededor de un eje al gque no
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corta, se obtiene multiplicando la longitud de la linea generatriz

por la distancia recorrida por su centro de gravedad al girar. (2}

&
El segundo teorema de Guldin expresa que el volumen que se >

obtiene cuando es un &area lo que gira alrededor de un eje al que%

se supone que tampoco corta, se obtiene multiplicando el é§~

generatriz por la distancia recorrida por el centro de gravé@ad

del &rea generatriz. ()

Finalmente, los teoremas de Guldin tamblen qggéden ser
aplicados en forma inversa a como se utilizan trata de
determinar el centro de gravedad de areas y lineas S@

En efecto, si lo que se conoce es “lo que q§9’" en el segundo
miembro de la igualdad que representan los te mas; es decir, si
se conoce la longitud de la linea que g1r§gy la posicidédn de su
centro de gravedad, entonces el prlm§ teorema de Guldin
proporciona la superficie generada por k? inea generatriz.

O

De forma similar a lo expresadoQEn el parrafo precedente, si
se conoce el &area que gira y la i cion que ocupa su centro de
gravedad, entonces se puede ca lar el volumen que dicho &rea
genera al girar alrededor de u® eje al que se seguird suponiendo
que el &rea generatriz no co

&

. \Q)@
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