CONSIDERACIONES FILOSOFICAS SOBRE

LA TEORIA DE CONJUNTOS I*

Lorenzo Pena

Para algunos, la teoria de conjuntos (abreviada en
adelante: tcc) es algo de lo que se ocupa el matemdtico y
gue parece no tener otro interés que el de prestar elegan-
cia, o algin género de "cimentacidn", a diversas ramas del
estudio matemidtico. Pero équé cosa(s) estudia la matemdti-
ca? éDe qué se ocupa el matemdtico? ¢Acaso de objetos del
"segundo grado de abstraccidén" de que hablaban los aristo-
télico-tomistas? Quien esté dispuesto a apencar con toda
la carga tedbrica (metafisica y epistemolbégica) que conlle-
va esa postulacidén de los tres grados de "abstraccidn',
bien: ique lo haga! Pero que nadie se llame a engaho. Sin
esa concepcidn, u otra parecida, perfilanse tan sblo tres
opciones: la del nominalismo, en sus variantes de formalis
mo u otras; la del realismo; y la del constructivismo. Que
es la segunda la mis satisfactoria no resulta palmario sin
mids, pero si constituye una tesis plausible, que parece con
tar con el respaldo --pese a todo-- de la mayoria de los
fildsofos de la matemadtica. En todo caso, a ella se adhie-
re ardientemente el autor del presente articulo, quien ha
tratado de defenderla en diversos lugares.

Si se acepta el realismo, entonces el matemédtico estu-
dia entes reales. &Cudles? éCosas de un mundo "ideal', en
el sentido de constituir un "cielo" ajeno al ambito de lo
espacio-temporal? &0 més bien se ocupa el matemdtico de
propiedades generales de lo real? IHusserl, Frege, Russell

v Godel titubearon entre ambas alternativas --o mis bien
abrazaron ambas simultdneamente. La matemadtica seria a la
vez ontologia general ("formal" seglin Husserl) y una cier-
ta ontologia regional (n.0).

Existan o no esos mundos ideales, es lo cierto --se-
glin cualquier enfoque realista-- que la matemdtica se ocu-

pa (al menos también) de lo real en general, aunque desde
luego Gnicamente en algunos de sus rasgos. Y, haciéndolo,
sélo desarrolla un estudio que, en sus grandes lineas, per
tenece a la metafisica: qué géneros de entes existen; cdémo
y cuidl es el habérselas unos con otros. Tal es el punto
de vista tanto de Quine (con algunas inconsecuencias debi-
das a su larvado pragmatismo de sesgo idealista) cuanto
del autor de estas paginas. Desde ese planteamiento, asen-
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tar una tcc es a la vez brindar una base de axiomatizacidn
indispensable para cualquier teoria cientifica y formular
una doctrina metafisica sobre la realidad. Es mas: cada
uno de los grandes temas de la metafisica tradicional (a
diferencia, eso si, de (muchos de) los tdpicos del pensa-
miento eurocontinental contempordneo) puede tratarse, ven-
tajosamente, como un problema de (fundamentacidn de) tcc.
La ventaja estriba en claridad y rigor.

Desde ese angulo, examino en este articulo las razo-
nes que abonan a favor de una serie de tcc alternativas.
En la Secc. 1 estudio la teoria russelliana de tipos, en
sus dos variantes de ramificada y simple, mostrando la su-
perioridad relativa de la primera de ellas; pero a la vez
critico ambas. En la Secc. 2 muestro cdmo, en ese transfon
do, resultan las teorias de Quine fructiferas yplausibles,
y, a rengldn seguido, esbozo los grandes rasgos de una
alternativa paraconsistente y combinatoria. No trato en
este articulo de la teoria estidndar de conjuntos (ZF u
otras variantes) por ocuparme de ella en un prdximo arti-

culo (n.Obis). (En lo gue sigue: 'R' abrevia a 'Russell';
'F' a 'Frege'; 'Q' a 'Quine'; 'c.' ('cc.') a 'conjunto(s)'.
'PE' a 'principio de extensionalidad'; y 'PA' a principio

de abstraccién'.)

Secc. 1.- LA TEORIA RUSSELLIANA DE TIPOS, TRANSFONDO HIS-
TORICO DE LA CONSTRUCCION DE LAS TEORIAS CONJUN-
TUALES DE QUINE

Apartado 1.- La teoria de tipos de Frege

Agriipanse los historiadores de la tcc en dos grandes
pelotones, segiin sean mids bien matemidticas o mis bien fi-
losbéficas sus inclinaciones --o su formacidén y su vincula-
cidén profesional. Atribuirdn los primeros a Cantor casi
toda la paternidad de la tcc; los segundos a F. Dejando de
lado esos problemas --y sin desconocer que, cualquiera gue
fuese la atencidn con la que Cantor siguid la obra de F, F
aprecid mucho la labor de Cantor-- (n.1), el hecho es gue
a principios de siglo encontridbase ya la tcc, a poco de
nacer, en plena crisis: en efecto tanto en la tcc ingenua
de Cantor cuanto en la axiomatizada de F presuponiase o
postulibase un principio de abstraccidén (también 1llamado

principio de concrecidn --aqui abreviado como 'PA' segin
= >— 4 ol el

se dijo) segun el cual, para cualquier descripcidn o ma-

triz, "p", que contenga una variable libre, "x", al c. Xp

--el de las cosas que p-- pertenece un elemento cualguiera,
e, ssi es verdadero el resultado de reemplazar uniformemen
te en "p" cada ocurrencia libre de "x" por una de "e" --e.
d. por una de un término cualquiera que denote a e. Se de-
dujeron de ahi las célebres paradojas conjuntuales, como:
la de R (el c. de cuantos cc. no se pertenecen g si mismos

se pertenece a si mismo ssi no lo hace --de donde, a su
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vez, sale esta consecuencia: gue se pertenece y no se per-
tenece a si mismo)(n.2); las de Cantor, Burati-Forti vy
otras mas.

Viose inmediatamente la necesidad de restringir, me-
diante una axiomatizacidn adecuada, los asertos de la tcc,
aunque algunos de tales asertos por sacrificar fueran muy
"intuitivos", como sin duda parecia serlo el irrestricto
PA. Se exploraron dos vias. Una fue la del propio F en la
reelaboracién de su sistema; aunque falld su intento, por
ese género de sendero se ecamind Zermelo Ccuya tentativa 51
fue coronada por el éxito (si bien, segun lo veremos mas
abajo, la reelaboracidén fregeana en un punto crucial paré-
cese més a la tcc ML de Q). La otra via fue abierta por R.

En la teoria de F, como en la de R, desnivélanse --
siguiendo una tradicidén que se remonta a Arlstoteles—— las
entidades categorlalmente. Significa eso gue no existe nin
guna propiedad comin a todas las cosas, ni 51qu1era la de
existir. Antes bien 'existir' deja de ser univoco: en una
acepcidn se predica de entes de un cierto nivel categon@l
p.ej. individuos (si los hay --o sea entes del nivel mas
bajo); en otra acepcidén de propiedades de tales entes; en
otra de propiedades de tales propiedades; y asi sucesiva-
mente. Complicase el asunto cuando tomamos en cuenta, ade-
mds de las propiedades, las relaciones. Para entes de cua-
lesquiera niveles, n.1,n.2,...,n.i, siendo izi (cada nivel
n.j de ésos serd 20), habrd entes (relacionales) de nivel
<n.1,...,n.i>, de tal modo gque, para cualquier nivel j,
<j>=j+1. Partiendo de tales supuestos --que en el fondo
son ya la teoria de tipos-- écdémo es que surgia en la teo-
ria de F la apuntada contrad1c01on° Porque, a la vez, para
cada propiedad (' concepto en la terminologia de F) postu-
1ibase en esa teoria la existencia de la extensidén de esa
propiedad, o sea de la clase de entes que caen bajo el con
cepto (propiedad) en cuestidn; y se reconoce una propiedad
relacional de pertenencia, que, cuando liga a dos entes,
son éstos del mismo nivel, a saber: individuos ("objetos"
en la termlnologla de F) tales que el segundo ha de ser la
extensidén de alglin concepto. Pero entonces piérdese en las
"proyecciones" o "sombras" de esos entes de categorias u
brdenes superiores a cero --sendas 'extensiones" suyas,
las clases o cc.-- aquello que se habia ganado con el des-
nivelamiento categorial. Careceré de sentido decir que una
propiedad cae o no bajo si misma, pero no carecera de sen-
tido decir que una clase se pertenece a si misma.

Conviene, antes de seguir, entender un poco mejor el
fondo de esa problemidtica en la concepcidn de F. Hay diver
sas razones para postular un desnivelamiento categorial (y
otras para no hacerlo); pero en los argumentos de F fue
decisiva ésta: que, de no hacerse tal desnivelamiento, en-
tonces ni en la realidad podrian las cosas ligarse o rela-
cionarse ni en nuestro lenguaje habria conexidad, estruc-
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tura, un algo que haga de una ristra de signos un signo
analizable. En efecto: si, p.ej., todas las palabras fue-
ran verbos, o todas nombres, no podrian formar juntas ora-
ciones, ni en general expresiones complejas; si la reali-
dad fuera un conglomerado de objetos nada méds, habria en
ella este objeto més aquel, pero nada que hiciera de ellos
juntos un algo, o que hiciera que, dados uno o varios ob-
jetos, resultara de ese "darse" los mismos untertium quid;
puesto que, en efecto, sblo tendriamos un objeto, otro,
otro; de afadirse objetos adicionales a titulo de agluti-
nantes, nada aglutinarian, sino que vendrian sblo a inter-
ponerse como mas objetos. Asi pues, el mismo problema se
plantea en el lenguaje y en la realidad --paralelismo on-
tico-lingliistico. La solucidén es el desnivelamiento: entre
categorias ontoldgicas (objetos vs funciones --las propie-
dades o conceptos son aquellas funciones gque toman como
valores sblo valores veritativos); y entre categorias lin-
guisticas (expresiones completas vs incompletas --entre
éstas las locuciones predicativas o verbales). Sin embar-
go, hay razones para postular --y asi lo hace F, segiin he-
mos visto-- también extensiones de conceptos; entre otras,
el mero hecho de que a veces tenemos que nominalizar ver-

bos, siendo asi el resultado una locucidén nominal que --si
52
es correcta nuestra argumentacion-- no puede denotar a un
. 5 ; ; "
concepto, sino s6lo a un objeto. En 'Balduino reina', el

verbo denota a una funcidn, pero en 'El reinar es cada vez
mads infrecuente' el infinitivo sustantivado no puede hacer
lo: denotard a la extensidén de ese concepto, la cual ten-
dréd esa propiedad de ser cada vez mds infrecuente. Entre
objetos no puede haber, por definicidn, desnivelamiento
categorial. De ahi la antinomia.

Al serle comunicada ésta por R, tratd F de recomponer
su sistema de una manera a la que mids abajo me referiré
(en el primer apartado de la Secc. 2), al examinar el es-
tudio que hace Q de la misma. No fue coronado ese intento
por el éxito. F, al parecer, no volvid a intentar una re-
elaboracidén de su sistema formal. Algunos autores (p.ej.
Thiel en (T1), pp.263-4) juzgan gue el reo debiera ser el
platonismo de F, e.d. su realismo u ontologismo, su postu-
lacién de clases o extensiones; deberia haberse abstenido
al menos de postular extensiones conceptuales correspon-
dientes a expresiones nominales que sdlo cobran existencia
como resultado de su propia escritura conceptogrifica. El
problema estid en que no es eso tan ficil de hacer. O bien
se renuncia al realismo --pero entonces desvanécese tam-
bién el recién evocado motivo para hablar de un desnivela-
miento categorial ontoldgico, haciéndose asi el sintlctico
bastante enigmatico e inexplicable--, o bien la restric-
cién que sugiere Thiel resultard ad hoc --aparte de que,
desde luego, la antinomia de R es formulable perfectamente
en romin paladino.
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Apartado 2.- El fondo constructivista de la teoria russel-
liana

Fracasado el intento de F, tdécale el turno a R. Este
se basb en la sugerencia de Poincaré (n.3). QU@ es lo co-
min a las contradicciones suscitadas en tcc., y también a
las semdnticas como la de Richard, p.ej., u otras de esa
indole? Pues, ni mis ni menos, que el que de algin modo
introducen en su especificacién un cuantificador, un 'to-
dos', tal, sin embargo, que la entidad especificada por 1la
expresidn global deberia --si existe-- ser uno de esos "to
dos" a los que se alude en su especificacidn; deberfa tal
entidad estar en el campo de variacidén de la variable del
cuantificador. Ahora bien, para Poincaré (n.4) los cc. no
son entidades independientes de nuestra construccidn, sino
"algos" que vienen constituidos o cobran realidad precisa-
mente en el proceso mismo de ser pensados. (Su enfogue es
idealista, constructivista, operacionalista --y en parte
de raliz kantiana, como todo un anchuroso sector del pen-
samiento francés.) Conque, no existiendo de antemanz, no
puede cuantificarse sobre "ellos" cuando todavia no hayan
cobrado realidad. El 'hay' del cuantificador existencial
debe equivaler a 'ya hay', no a 'hubo, hay o habrid', si en
esta Gltima conyuncién el 'hay' estd en presente temporal;
y desde el punto de vista idealista-constructivista no ca-
be un presente atemporal, pues seria un presente mds alld
de ser presente-para-mi-ahora, presente para mi presente
capacidad cognoscitiva o constructiva-mental. Y el cuanti-
ficador universal, 'todo', equivale a 'No hay nada gque no
sea tal que'. Por consiguiente, hemos de entender 'hay un
c. tal que' o 'todo c. es tal gque' asi, respectivamente:
'va hemos construido un c. tal que' y 'todo c. gue hemos
va construido es tal que'. Asi pues, evidentemente, un c.
por definir --o sea por construir-- no puede ser uno de
esos cc. ya construidos.

Para Poincaré todas las paradojas envolvian una fala-
cia de circulo vicioso, un hacer caer la entidad por cons-
truir todavia en el campo de variacidén de las variables
utilizadas en su construccidn --o sea tomarla como una de
"todas las entidades" asi o asid con referencia a la tota-
lidad de las cuales venia definida la nueva entidad. Asi,
"la clase de cuantas clases no se abarcan a si mismas":
"cuantas' o 'todas las' debe tener como campo de variacidn
uno que no incluya a algo todavia no existente hasta que
se haya dado la definicidén; y, sin embargo, para que sea
posible esa definicidn, si debe esa misma entidad estar en
tal campo de variacidn. Similarmente, paradojas semanticas
como la de Berry: el menor nimero natural no especificable
en esspanol con menos de 14 palabras resulta ser (comprué-
belo el lector, contando el nimero de palabras que forman
lo que acabo de escribir) un nimero natural, sea el que
fuere, especificable en espanol con 13 palabras; contradic
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cion (aparente al menos). Similarmente, la paradoja de Ri-
chard: tomemos los sintagmas del castellano (escrito) or-
denados de tal modo que uno preceda a otro siempre que ten
ga menos letras, mientras que cuando tengan el mismo nime-
ro, cuente el orden lexicogridfico; eliminemos cuantos sin-
tagmas no denoten a decimales en el intervalo entre 0 vy 1.
Con esos instrumentos cabe ordenar a los decimales recién
aludidos, seglin el orden de 1los sintagmas. Para cada uno
de esos decimales tenemos que, en su expresidn decimal com
pleta, son de la forma ',e',e?,...' y cada uno de esosél
es un guarismo. Para un decimal d, i(d) serd su i° guaris-
mo (1si). Definamos ahora: 'Aquel decimal que difiere, para
cada i, del i? decimal (en el orden recién brindado) en
que, si el i%guarismo de éste es j<9, i(d)=j+1; y si es =9,
i(d)=1'. Es facil comprobar que ese niimero decimal es uno
que cabe denotar en castellano con un sintagma finito; y
que, no obstante, es diverso de todos y cada uno de los
que cabe denotar en castellano asi; diverso, pues, de si
mismo. iContradiccidn!

El fallo para Poincaré --que se guia en esa solucidn
por el propio Richard-- es el ya apuntado: la impredicati-
vidad, el circulo vicioso. R le da la razdn. Tanto mas
cuanto que esa restriccidén en la manera de entender los
cuantificadores se compagina bien con el propio escripulo
aristotélico sobre las condiciones de sentido de la predi-
cacién, e.d. la motivacién filosdfico-lingliistica del prin
cipio de desnivelamiento categorial: sblo tiene sentido
predicar una entidad de otra de nivel inferior; propieda-
des, de individuos; o propiedades-de-propiedades, de pro-
piedades (de individuos); y asi sucesivamente. Sdlo que
ese principio de desnivelamiento categorial antes de Poin-
caré (casi) sdlo se basaba en consideraciones de filosofia
del lenguaje, como las ya apuntadas, mientras que Poincaré
y R aportan una motivacién mds honda, que mana de una vi-
sidén constructivista de lo real (aunque R no fuera en eso
consecuente, ni de lejos). Asi pues, el 'todo', el 'hay',
el 'algo', los indefinidos en general, deben venir siempre
restringidos, siquiera contextualmente. 'Todo es autoidén-
tico' carece de sentido. ¢Todo qué? SI, todo individuo es
autoidéntico, vale. Toda propiedad es autoidéntica, pero
ahora en otro sentido de 'autoidéntico', pues seria un
zeugma decir, quizd a lo Platédn, que tanto la rosa cuanto
su fragancia son autoidénticas; o que existen (o, mds a lo
Platén todavia, que tanto la rosa cuanto su belleza son,
ambas, bellas). Bien, éstas son ideas también de F, y se
remontan a Aristdteles. Lo nuevo en R estriba, no en res-
tringir en consecuencia el campo de variacidn de las varia
bles de un cuantificador a un nivel ontoldégico determinado
de entidades, con exclusidn de los demés --habfalo hecho
expresamente F--, sino en excluir de ese campo de varia-
cidon de un cuantificador a cualquier entidad que venga des
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crita, directa o indirectamente, con ayuda de ese mismo
cuantificador. Asi, y con ello, se pasa de la teoria sim-
ple de tipos de F a la ramificada de R. (n.5)

Apartado 3.- La teoria ramificada de tipos

éCudles son esas ramas? Las siguientes. En F --se re-
cordara-- tenemos: objetos, entes de tipo 0; y, para entes
de tipos, tl,...,tn entes de tipo <t1,...,t”>' tiene sen-
tido una formula f(al,...,a") si 'f' denota a un ente de
tipo <t(a'),...t(a")>, donde t es una funcidn que envia a
cada ente sobre su tipo. No vale eso en la teoria ramifi-
cada. En ésta los entes de tipos superiores a 0 dividense
en ordenes. Un ente que sea una relacidén n-adica y cuyos
argumentos hayan de ser, respectivamente, de los tlpOS £l
...,t", serd de un orden m cuando en la expresidn gque lo
denota los cuantificadores de mids alto orden sean de orden
m-1. Asi, correspondiendo a un mismo tipo (de argumento)
habrid o&rdenes (1nf1n1tos) diversos (que, sin embargo --y
como en segu1da se verad-- no estadn dentro de ese tipo sino
por encima de él). Un orden (o,t) es, pues, un orden deter
minado de propiedades de entes del tipo t; $i t es el tipo
de individuos, (o,t) podrd ser, o bien el de propiedades
denotables con expresiones que contengan cuantificadores
de primer orden, o... Ademds, eso de cuantificadores de
orden n?@° 51gn1flca aqui algo diverso de lo que significaba
en la teoria de F: el orden de un cuantificador, y de su
variable respectlva, es el orden de los entes que forman
su campo de variacion; conque los cuantificadores de segun
do orden no son todos homogéneos: haylos de tantos drdenes
segundos cuantos Ardenes hay (0,0). (El {inico orden que
es Unico para un tipo de argumento que le venga dado es el
de los individuos; porque, sencillamente, es un orden de
propiedades 0- édicas, o sea entes _que no toman nlngun ar-
gumento (si bien mas abajo sugerlre una modificacidén o ate
nuacién de esa identificacidédn de los individuos con propie
dades 0-adicas). Todo ello sin entrar ya en drdenes de re-
laciones (polladlcos), muchisimo més complicados evidente-
mente. Asi pues, para dar una idea mas exacta, cabe proce-
der asi: empezamos por agrupar a los entes en tipos como
los fregeanos. Para cada uno de tales tipos, t, un ente
es de orden (oj,t) si es una propiedad (monddica) de entes
de tipo t y la expresidén que lo denota contiene cuantifi-
cadores a lo sumo cuyos campos de variacidn respectivos
sean tipos iguales o menores que i, conteniendo al menos
uno de tipo i. Asi erigida esa primera jerarquia de 6rde-
nes de propledades de entes del tlpO t, erigese una segun-
da asi: ordénanse los &rdenes recién introducidos de mane-
ra obvia, y luego, para cada uno de esos Ordenes, o., se
tiene el nuevo orden (o ,t). Seguimos todavia, sin eﬁbar—
go, dentro del '"nivel" de entidades que en la teoria sim-
ple (la de F) era (homogéneamente) el tipo <t>, ahora es-

39



cindido en esos infinitos &rdenes. Relterando el procedi-
miento constriyese una tercera jerarquia, una cuarta, etc.
(Es el fin? No. Porque, simultdneamente y para cada uno de
los otros tipos originales (fregeanos), habremos hecho lo
propio (en cada caso deben engendrarse infinitas jerarquias
de oOrdenes de propiedades de entes del mismo tipo). Luego
engéndranse nuevas infinitas jerarquias al incluirse drde-
nes (o,t) donde o sea cualquiera de los drdenes ya intro-
ducidos. Y asi al infinito, recursivamente. Ademas, cada
orden es también un tipo. En efecto, para cada orden (o,t)
las propledades de entes de ese orden no pueden ser propie
dades de (no pueden ser ni poseidas ni dejadas de poseer
por) entes de ningln otro orden. Conque decir --con formu-
lacién inexacta-- gque cada tipo se divide en &rdenes es
decir que, dado un tipo t, hay infinitos &rdenes (o,t); no
es decir que todos esos ordenes son partes del mismo tipo,
sino sdlo que son b6rdenes de propiedades de entes del tipo
t. Hasta aqul sdlo hemos tenido en cuenta drdenes de pro-
piedades monadlcas, e.d. Ordenes de la forma (o,t), brde-
nes que son "ambitos" de propiedades, no émbitos de rela-
ciones. Para cualesquiera drdenes o!,...,o" (para cuales-
quiera n) hay un n-tuplo <o',...,0"> tal que habri una pri
mera jerarquia de &rdenes (o,<o',...,0">), construida por
el procedimiento ya descrito pero cada vez con mads ingre-
dientes; luego una segunda, etc. Después de todas ellas,
vuelta a empezar: cada nueva jerarquia introducida nos lle
va a desdoblar o desglosar infinitamente cada uno de los
brdenes previamente introducidos; y asi infinitamente al
infinito. Y luego hay gque seguir multiplicando jerarquias
al tomarse en consideracidn otras adicidades (otros n-s);
p.e€j., un orden (o,t) donde t es el orden o tipo de indi-
viduos y o sea el de una relacidén 27-4dica entre entes es-
pecificadamente de sendos Ordenes el mds alto de los cua-
les sea, digamos, el 99!° en la escala previamente construi
da. (n.6)

Se le ha objetado a esa teoria que nadie puede creer-
se gue exista todo eso. Sin embargo, es un hecho que, si
es correcto el principio de predicatividad (exclusidn del
circulo vicioso), entonces tiene que darse todo eso. Por
otra parte, sin embargo, desde un punto de vista construc-
tivista tratariase de una jerarquia "potencial'. Pero éen
qué consistiria esa potencialidad? Seria una potencialidad
"en principio'", no efectiva, claro. Y équé es eso? Nadie
podria ir muy lejos en la construccién. R , menos aristo-
télico que Poincaré, no se satisfizo con una "potenciali-
dad" un tanto escurridiza e incomprensible, sino que ase-
verd la existencia efectiva de todo eso, alegando que una
mente infinitamente poderosa podria dar todos esos pasos
en la construccidn. Sin embargo, los &rdenes existen --se-
glin él-- no por esa construccidn, sino en si; sblo que es-
tan estructurados como los organizaria en su construccidn
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una mente infinita, si la hubiera, en vez de ser tipos cu-
ya entidad fuera mentalmente inconstruible --cual serian
tipos que se presupusieron a si mismos, por decirlo asi.

No hay, pues, incoherencia en la concepcidn de R. Es
un constructivismo "divino", un idealismo "objetivo", si
se quiere, seglin el cual el ser (al menos el de entes que
no seande primer orden) depende del pensar, de un pensar,
ademéas, constructivo, pero acaso infinitamente potente; de
un pensar que, si no existe, podria existir y, si existie-
ra, obrarfia asi. Claro que un teista podria objetar que
Dios tiene otros modos de pensar 'no constructivos'; que
su pensar se identifica con su obrar, con su causar, con
el ser de las cosas, de suerte que no habria inconveniente
en gue un objeto del pensamiento divino se "presupusiera"
a si mismo. Pero R se resiste a ello: entendemos qué sea
pensar por analogia con nuestro pensar, que es constructi-
vo, no autopresupositivo.

La refutacidn mis convincente de R no es la de que su
teoria es pragmiticamente inaceptable (haria imposible to-
do rigor, en la practica de la construccidén tedrica), aun
siendo ésa una objecidn certera (ha de haber en la reali-
dad una razdén suficiente de tal inviabilidad practica, y
lo mis sensato es suponer que la razdn suficiente en cues-
tion es que la realidad no es asi ni puede ser asi); la
refutacidén mis persuasiva estriba en alegar que nuestro
pensamiento no es constructivo, sino autopresupositivo.
(n.7). No hay, pues, razdn para negar la no constructivi-
dad del pensamiento divino, o del angélico. El propio R se
va a dar cuenta de ello.

En tcc definese (desde Dedekind) un nlmero real cual-
quiera, r, como el conjunto de racionales no mayores gque
él (/3 es el c. de nlmeros racionales x tales que x?%s3;
luego se extienden analdgica y recursivamente esas mismas
relaciones, como la de ser 5, a los propios reales). Para
cada c. acotado (por arriba) de niimeros reales, C, hay una
minima cota superior, e; ésta entonces sblo puede definir-
se como la unidén conjuntual de C, e.d. el c. de racionales
pertenecientes a uno u otro miembro de C. Sea C un c. (o,
para R, una propiedad) de entes de orden o. iCudl seri el
orden de la minima cota superior de C? Serd un orden més
elevado que o, puesto que en la definicidén de tal cota en-
tra un cuantificador de orden o precisamente. Luego ni po-
drd afirmarse ni negarse --contrariamente al principio de
continuidad, que es la disyuncidn de tal afirmacidn y tal
negacidn-- que esa cota venga abarcada por C. iAdids mate-
matica superior! La matemdtica no es constructiva. Ni, me-
nos, son constructivas otras partes mids complejas de nues-
tro pensamiento.

Apartado 4.- El principio de reducibilidad

Para solventar ese problema postuld R el principio o
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axioma de reducibilidad, AR, a cuyo tenor hay, para cual-
quier ente e de tipo (o,t) donde o es un orden mis elevado
que el tipo (=orden) t, otro ente coextensivo con él, e'
de orden (t-1,t), e.d. de un orden que engloba a entes de-
notables con expresiones en las que no figuran cuantifica-
dores de orden superior a t. (Cuando t=0, t-1 no
serd nada: se tratard entonces de entes denotables por ex-
presiones sin cuantificadores.) Puede siempre equipararse
un orden de (entes denotables por) expresiones sin cuan-
tificadores superiores a t como un orden (t, t), pues ca-
da expresidn "la propiedad de ser un ente tal que p" equi-
vale a "la propiedad de ser una propiedad, de entes asi o
asi, tal que p", donde "propiedad de entes asi o asi" sig-
nifica lo mismo que propledad f tal que hay alglin ente e
asi o asd tal que fe" (n.8). Esto suscita una conocida
dificultad: hemos hablado de "la" expresidén que denota a
un ente; pero puede haber varias, unas con unos cuantifi-
cadores, otras sin ellos. Para R hay un paralelismo lin-
guistico-ontolégico. Un ente serd de aquel orden al que
corresponda la expresidén "mis baja" con que pueda ser de-
notado. (Pero una abreviacidén definicional no crea otra
expresidn nueva, sino que el definiendum es el mismo defi-
niens sélo que visto éste compacta o macizamente y sin fi-
jarse uno en su estructura interna.)

Estriba la coextensividad recién aludida entre dos
entes o propledades en que cualquler ente que caiga bajo
la una cae también bajo la otra. Llévanos eso a con51derar
el principio de extensionalidad, PE, y la concepcidn rus-
selliana de las clases. He venido hablando indiferentemen-
te de propiedades o de clases. Siguiendo a Q no veo entre
unas y otras diferencia alguna si no es ésta: preferente-
mente Gsase el vocablo 'clase' o 'conjunto' cuando se apli

ca a la entidad referida un PE; 'propiedad' --si es que
quiere uno diferenciar propiedades de clases--, cuando no
(n.9). PE que suele definirse asi: dos clases coextensivas

son idénticas (son, no dos, sino una sola y misma clase).
Luego veremos gque hay prlnClplOS menos fuertes, pero que
merecen también la denominacidén de extensionalidad.

R no identifica a dos propiedades, del orden gue sean
(idéntico o diverso), porque sean coextensivas, e.d. por-
que cada ente que caiga bajo la una también caiga bajo la
otra. AR no dice, pues, que toda propiedad sea Eredlcatlva
(e.d. de un orden (o,t) tal que o no sea superior a t),
sino tan s6lo que cada propiedad es coextensiva con otra
gue si es predicativa. (Las propiedades predicativas son
marcadas por R con una admiracion: 'fl!x' significa que x
posee la propiedad predicativa f.) Pero con ello se vola-
tiliza en la practica a casi todos los efectos el princi-
pio de predicatividad (la exclusidn del circulo vicioso).
Por eso, Ramsey y, a su zaga, casi todos los ldgicos, op-
taron por abandonar de hecho la teoria ramificada, reempla
zandola por la teoria simple de tipos.
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Hay mads que decir sobre las clases. R abrazd con ar-
dor (en la 12 edicidn de PP.MM., que es aquella cuya doc-
trina estamos ahora considerando) su "no class theory" a
tenor de la cual las expresiones de clase son, cual des-
cripciones definidas, pseudoexpresiones, simbolos incomple
tos. Decir que xe2fz (x pertenece al c. de entes, z, tales
que fz) seria, simplemente, decir que fl!x. 'f', pues, es
una expresidn denotativa de una propiedad. Las propiedades
no son extensionales. (Cuando, en la segunda edicidn, pa-
saron a ser reconocidas como extensionales, fueron identi-
ficadas entonces con los cc. Vide infra, Apart. 10.) No es
verdad que Ux(fx=gx)C.f=g (si todo ente, x, es tal que fx
ssi gx, entonces f=g). Pero decir que %fx (la clase de en-
tes x tales que fx) tiene la propiedad g (o sea g&fx) es
decir que Eh(Ux(fx=h!x).gh): hay una propiedad predicativsg,
h, a la cual pertenece un ente cualquiera, x, ssi fx, sien
do ese algo, h, tal que gh. (Pero en todas esas fdrmulas
las variables tienen gque venir escalonadas segin lo impues
to por la teoria ramificada de tipos: 'x' serd de orden
inferior a 'h', también inferior a 'f', siendo 'g' supe-
rior a 'h'.) Asi es como si postularamos clases extensio-
nales: decir que el c. de guatemaltecos es numeroso es de-
cir gue hay una propiedad (predicativa) coextensiva con la
de ser guatemalteco siendo numerosa esa propiedad. PE co-
bra en la teorfia de R esta forma: Ux(xeXfx=xeXgxC.Rfx=%gx).
Eso significa tan sdlo gque, si cuanto tiene la propiedad f
tiene también la propiedad g, y viceversa, entonces hay
sendas propiedades coextensivas con £ y con g, respectiva-
mente £' y g', tales que para cualquier propiedad de nivel
inmediatamente superior, h, h abarca a f' ssi también abar
ca a g'. Eso es obvio. Porque, para cada propiedad f que
sea coextensiva con otra, g, hay alguna propiedad g' coex-
tensiva con ambas, a saber la propia g, tal que, para cual
quier propiedad h, g' posee h ssi g posee h (obvio, pues
g'=g). Ese principio es, pues, tautoldgico. No refuerza el
sistema de R de ninguna manera, ni restringe ni elimina
alternativas. (En cambio, cuando, en el sistema modificado
de la segunda edicidn, venga abandonado AR, seri menester,
entonces si, postular PE que ya no serd, en ese nuevo mar-
co, tautoldgico, sino que reforzari el sistema. Vide infra
Apart.10.) La extensionalidad es aparente, una impresidn
superficial debida a la notacidén. Sin embargo a todos los
efectos es como si si se postulara PE. ¢Por qué? Pues por-
que en la practica R tiene que acudir cada vez mds a ha-
blar de clases y no de propiedades; cada vez mas, en lugar
de decir "hf" tiene gue decir "&(fx)e§(hg)" y cosas asi.
Signos incompletos, si, pero gue son los que acaparan cada
vez mis la atencidn y aquellos con los que se trabaja. No
interesa gué propiedades tenga una propiedad dada, f, sino
cuidles tenga, o a qué clases pertenezca, alguna propiedad
predicativa, sea la que fuere, coextensiva con f.
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El procedimiento funciona para evitar caer en la tram
pa en que caia la teoria de F, porque las clases no son
todas del mismo nivel. Como las expresiones de clase son
pseudoexpresiones, cada férmula que contenga una o mis ex-
presiones de ésas serd parafraseable como otra formula sin
tales expresiones, en notacidén primitiva. Lo Gnico que se
postula como existentes son las propiedades ("atributos')
de diversos Ordenes.

El inconveniente de todo ello es que se pierde el gé-
nero de motivacidn filoséfico-linglUistica que en la teoria
de F llevaba en unos casos al desnivelamiento y --corres-
pondientemente y para ser consecuentes-- en otros casos al
nivelamiento categorial. Para F toda nominalizacidén habra
de denotar a un objeto ("individuo", ente de nivel 0). Pa-
ra R no. Propiamente en su teoria no hay nominalizaciones
(mds que aparentemente).Sin embargo ide dbénde esa aparien-
cia, de donde la necesidad de recurrir a ese expediente
definicional? Eso no encuentra explicacidn con esa teoria.

Apartado 6.- El sino de los cuantificadores

Peor es un defecto comin a toda teoria de tipos, la
de F lo mismo que la de R. Un cuantificador es un signo
compuesto de un prefijo --'E' para el existencial, 'U' pa-
ra el universal-- mads una variable. éQué cosa viene signi-
ficada por el prefijo? Los russellianos responderan: nada,
es un signo incompleto; "contribuye" de cierto modo al sig
nificado del todo, pero no aporta nada, salvo la manera de
tal contribucidn. No creo que esa respuesta sea satisfac-
toria. Si el signo de marras contribuye de cierto modo a
la significacidén o denotacién de la expresidn total, dde
qué modo lo hace? Digase. Y serd algo como esto: para una
expresidon "fx" que, cuando se da como valor a la variable

'x' el ente e, significa algo (un valor de verdad segin F,

un estado de cosas seglin R), el resultado de prefijarle
'Ux' significarad algo, pongamos la Verdad, ssi 'fx' signi-
fica la verdad para cada valor e dado a 'x'. Bien, esta

claro que hay una cierta relacidn entre lo significado por
f, lo significado por 'x' bajo una cierta asignacidn de
un valor (ese mismo valor) y, por GUltimo, lo significado
por 'Ux(fx)'. Esa es la relacidon de universalidad, si se
quiere: la que guarda, p.ej., Argelia con la autoidentidad
porque lo mismo que es autoidéntica Argelia lo es cualquier
otro ente (por lo menos del mismo "orden" o nivel ontold-
gico que Argelia). El papel de 'U' es, pues, el de, vincu-
lidndose o combindndose de cierta manera con las otras ex-
presiones, hacer que el todo asi formado denote a la Ver-
dad --o a un estado de cosas verdadero, o acaso existente-
ssi se da entre los entes significados por esas expresio-
nes esa relacidén de universalidad. Luego es perfectamente
razonable decir que 'U' significa (o denota, o expresa, o
representa, o hace las veces de, o...) a esa relacidn.0,
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como minimo, que su papel es el ya apuntado. Ahora bien,
segin la teoria de tipos no puede haber ninguna relacidn
de universalidad en general, sino una universalidad de pri
mer nivel (relacidén entre objetos y propiedades de primer
orden), otra de segundo etc. (Eso en teoria simple de ti-
pos y sin tomar en cuenta a las relaciones, sino sdlo a
las propiedades. Cdomo sea la jungla resultante en teoria
ramificada adivinelo el lector.) Pero ¢chay algo en comin
entre esas diversas relaciones? Aparentemente si, éno? Apa
rentemente son "andlogas" con analogia, acaso, de propor-
cionalidad, propia seguramente. Pero (dejando de lado las
enormes dificultades 1&gicas de la teoria de la analogia,
que desde luego no haria suya ninguno de los autores aho-
ra sacados a la palestra), resulta que cuanto hubiera en
comin seria algo, un "rasgo" o lo que fuera, una propiedad
de tal o cual orden; mas resulta que entes de diversos on-
denes no pueden tener nada, nada de nada, en comin.

Entonces, <gué nos autoriza a usar el mismo prefijo
para cuantificadores de diversos niveles? ¢O a llamar 'va-
riables' a las de Ordenes diferentes? ¢O a hablar de una
relacidén similar entre la variable y el objeto que se le
"dé" como valor en uno u otro caso? No: el 'hay' y el 'to-
do', el 'algo' y el 'cualquiera' deben desterrarse. En ca-
da caso debe acufiarse una nueva expresion primitiva. Infi-
nitas, si, para los infinitos tipos (y &rdenes), pero --
ademids y sobre todo-- tales que carece de sentido dar una
explicacidén de una de ellas por analogia con otra previa-
mente introducida. En suma, el sistema es impresentable,
informulable, inefable. (Y, si pudiera formularse, nadie
podria aprenderlo.) .

Por (ltimo, hay otra dificultad en la lectura en len-
gua natural de los cuantificadores de orden superior al
primero, dificultad que viene a sobreafiadirse a la de plu-
rivocidad de 'hay' y 'todo': es imposible tal lectura sin
nominalizacidén. Mas, si vale el argumento de F a favor del
desnivelamiento categorial (el {nico convincente que abone
en tal sentido --como no se opte por el constructivismo
que anima a la teoria ramificada pero sin AR), entonces
ninguna nominalizacidén puede denotar a algo denotable por
un verbo. Para R esa dificultad es pragmitica y revela
cudn mal hecho estd el lenguaje natural. Lo malo es gue
&1 nunca pudo (porque es imposible) elaborar un lenguaje
ideal exento de ese defecto; su notacidn incurre en la am-
bigliedad sistemdtica que, sin embargo, viene (o, mas bien,
deberia venir) proscrita por su (meta)teoria. Ademds, pues
tos a aceptar soluciones asi, cabria alegar que cualquier
necesidad de desnivelamiento categorial entre diversas "par
tes de la oracidén'" es resultado de algin género de limita-
cidén inherente a los lenguajes, sea en general, sea en par
ticular los humanos; no teniendo eso nada que ver con cdmo
es la realidad. Que algo queda asi sin explicar es verdad;
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pero ni mds que lo que deja sin explicar la teoria de ti-
pos ni, sobre todo, algo tan inquietante, pues por lo menos
con esa salida no estaremos abocados ni a inefabilidad ni
a las desmesuras ontoldgicas de Ordenes o tipos.

Y conste que la principal dificultad con esas desor-
bitadas postulaciones no es ya que conculquen un principio
de economia ontoldgica, sino algo mds grave. Creer gque
existe algo es una '"situacidén", un "estado" --o lo que
sea-- que ha de involucrar, directa o indirectamento, una
relacion (de '"creencia") entre uno (el creyente) y ese al-
go, al menos cuando la creencia sea verdadera. Pero entre
un ente y todo el ambito de entes de un tipo o nivel no
puede nunca darse una relacidén que tenga algo en comin con
otra relacidén que se dé entre dicho ente y otro &mbito asi.
(Entre paréntesis: esto mismo que se acaba de decir seria
verdad segin la teoria de tipos, pero no podria decirse;
mids exactamente: no seria ni verdadero ni falso, pero en
alglin sentido enigmdtico si seria "como verdadero", pues
seria un aserto de la propia teoria de tipos, toda la cual
es inefable, empezando por la afirmacidén de gue nada es
comiin a entes de diversos tipos, o el que éstos sean tipos;
porque, si nada es comiin, no es comin tampoco el no tener
nada en comiin el uno con el otro, que sin embargo se les
estd atribuyendo a ambos por igual.)

Apartado 7.- Como se evita la paradoja de Cantor en la
teoria ramificada

En el sistema russelliano de los PP.MM. explotabase
el AR para definir la identidad asi: x=y significa que x
posee las mismas propiedades predicativas que y. Como cada
propiedad es coextensiva con una predicativa, dedicese de
ahi que, si son idénticos, tienen todas sus propiedades en
comin. Asi pues, con AR las Unicas propiedades que intere-
sa tomar en consideracidn, a cualquier efecto, son las pre
dicativas. (Para evitar confusiones conviene puntualizar
que hay dos sentidos, uno fuerte, el otro débil, de 'impre
dicativo' en R. En sentido fuerte, seria impredicativa una
clase o propiedad cuya existencia viniera de algGn modo
presupuesta por su propia especificacidn, e.d. tal que
ella, o algo cuya especificacidén presupusiera su existen-
cia, caeria en el campo de variacidén de una variable cuan-
tificada que figure en la especificacidén del algo en cues-
tion. (La teoria ramificada afirma que no existen propie-
dades o clases impredicativas en ese sentido fuerte.) En
sentido débil es impredicativa una clase o propiedad cuya
especificacidon contenga una variable cuantificada que ten-
ga por campo de variacidén un orden de entes superior al de
los argumentos de tal clase o propiedad, e.d. las cosas de
las que puede decirse con sentido que poseen o dejan de
poseer tal propiedad --e.d. que vienen o dejan de venir
abarcadas por tal clase.) Con AR, las propiedades o clases
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impredicativas (en sentido débil), si bien existen, son,
en verdad, redundantes. Fue eso lo que llevd, en 1926, a
Ramsey, y con él a la mayoria de los 186gicos, a acabar pre
firiendo la teoria simple de tipos. (Los dos autores de
PP.MM., R y Whithead, siguieron otro camino, mids razonabhle,
pero que no por ello es inocuo (vide infra, Apart. 10.))
Se ha arguido que cualquler paradoja evitable con la
teoria ramificada viene también frustrada con la teoria
simple de tipos. Tal es la opinidén de Q (n.10), como asi-
mismo de la gran mayoria de los autores: la eficacia de la
solucidén permaneceria incdlume, pues bastara para evitar
las paradojas un principio de estratificacién segin el
cual sdlo tiene sentido "hf" (o, en otro modo de decirlo,
"feh") si "h" es de un tipo inmediatamente superior al de
"f". El {nico fallo en la teoria de F seria, pues, el de
desestratificar las clases o extensiones. (Aungue ya hemos
visto los hondos motivos filosdficos que movian a F a ha-
cer eso.) A coro se ha repetido que la complicacidén que
conlleva la teoria ramificada es superflua para soslayar
las paradojas ldgicas, o tedrico- conjuntuales propiamente
dichas, e impotente para obviar las seméanticas (la del men
tiroso, la de Richard, la de Berry etc., o sea las gue in-
volucran esencialmente relaciones semdnticas como las de
'denotar 'ser verdad' etc.; vide infra, Ap.9 y (n.10)).
No es ese mi parecer. Desde luego es cierto que se esqui-
van las paradojas conjuntuales con la teoria simple de ti-
pos sin clases (o sea, segln el procedimiento de la 'no
class theory" de (la 12 edicidn de) PP.MM.: reduccidn de-
finicional de clases a propiedades o atributos --aunque ya
vimos que eso no deja de suscitar dificultades filosd&ficas
serias). Pero no del mismo modo que como se evitan en la
teoria ramificada sin AR (o sea: la de la 22 edicidn). En
ésta encuentran un obstdculo de principio, motivado filo-
s6ficamente por consideraciones que no dependen de un pos-
tulado de filosofia linglistica, cual es el Gnico fuerte
motivo independiente para la teoria simple (fregeana) de
tipos (la ya mencionada cuestidn de cdémo se engarzan dos
segmentos de una expresidn compleja para constituir aésta,
y como es la realidad para fundar, por adecuadas relacio-
nes semdnticas, ese comportamiento de las expresiones lin-
giisticas, que parece forzosamente entrafar heterogeneidad
radical entre signos '"saturados" e "insaturados" segin el
vocabulario de F). Vedmoslo con un ejemplo. El teorema de
Cantor es la tesis de que cualquier c. es mas pequefio que
su respectivo potencial (e.d. el c. de sus subcc.). Prué-
base asi: supongamos lo contrario, o sea que hay una sobre
yeccidén s del c. C sobre su potencial, PC; para cada miem-
bro de PC, S, habra, pues, un miembro de C, m, tal que
smS, mientras que no habrd ningln otro miembro de PC, S',
tal que smS'; para cada m llamemos 's:m' al S correspon-
diente; o bien cada m viene abarcado por el respectivo m:s
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o bien algunos no; sea f el c. de éstos Gltimos (no se pre
supone gue no sea vacio); vacio o no, f serd un subc. de
C, vy por lo tanto un miembro de PC; habra pues un (miem-
bro de C) tal que f=s:m; problema: ¢ipertenece m (ese m) a
f? Si si, entonces cumplird la condicidén de pertenencia, o
sea la de no venir abarcado por el subc. de C con el que
lo correlaciona s; y ese subc. es, ni mds ni menos, f(=s:m);
o sea: si si pertenece, no pertenece; luego no pertenece;
pero entonces cumple la condicidn; y --en virtud de PA--
cuanto cumpla la condicidén de pertenencia a un c. viene
abarcado por ese c.; luego, si no pertenece, st pertenece;
por tanto pertenece; ergo: contradiccidén: si y no.

En la teoria simple de tipos demuéstrase el teorema
de Cantor que viene a sonar asi: para todo x(1,0), si
x(1,0) es una funcidn, entonces no es verdad que el c. de
los z(1) tales que z(1) venga incluido en u(1) esté inclui
do en la imagen de u(1) por la relacidén x(1,0). (Los nime-
ros entre paréntesis son indices del tipo de las respecti-
vas variables; venir incluido en es ser un subc. de; la
imagen de un c. C por una relacidn r es el c. de entes
para cada uno de los cuales, x, hay un miembro de C, m,
tal que rmx; si C es la tirania y r la relacidn de oprimir,
la imagen en cuestidn es la propiedad de ser oprimido por
un tirano). Ahora bien, aun probado ese teorema, evitase
en la teoria simple de tipos la paradoja de Cantor, a sa-
ber que el c. de todos los cc. sea mis pequefio que si mis-
mo. Esa paradoja se probaba en la teoria ingenua asi: sea
C tal c.; abarca a todo; por tanto a cada subc. de C tam-
bién; sea i la relacidn de identidad; obviamente es una
sobreyeccidn de C sobre PC, contrariamente al teorema de
Cantor. En la teoria (simple) de tipos no se sigue eso,
pues i1 ha de ser un x(n,n), para algln n: una relacidn
homogénea, que no heterogénea (es heterogénea una relacidn
diddica r(n,m) si n#m); en tanto gue la sobreyeccidn cuya
inexistencia se demostrd habia de ser heterogénea, ya que
por hipdtesis seria una relacidén entre miembros y subcon
juntos de un c. dado, fuera el gque fuese.

Pues bien, la gran ventaja de la teoria ramificada es
gue bloguea la demostracidn del teorema de Cantor. En efec
to: 'el c. de miembros m de C tales que m no pertenece a
s:m' es una abreviacidn de 'el conjunto de miembros m de C
tales gue hay un miembro S de PC y m no es abarcado por S';
esta especificacidn es la de un c. de un orden superior al
de cualqguier cuantificador en la especificacidn, y por tan
to al de cualguier ente que esté en el campo de variacidn
de la variable de ese cuantificador; por lo tanto, un c.
de orden superior al de aquellos subcc. de C que vengan
abarcados por PC; PC no puede ser el c. de todos los subcc.
de C, sino tan sb6lo el de todos los subcc. de determinado
orden --p.ej. de los predicativos.

Importantisima es la precedente observacidn, puesto
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que revela que en la teoria ramificada se evita la parado-
ja de Cantor de la misma manera que se evita la de R: en
efecto, supongamos el c. de R, o sea el c. de cuantos cc.
no se abarcan a si mismos (&N(xx)); si existe, habrd --en
virtud de PA-- de abarcarse a si mismo ssi no se abarca.
En la teoria simple de tipos proscribese sin mas "xx" como
mal formado, porque carece de sentido decir que x(j) abar-
ca o no abarca a z(j) (solo tiene sentido decir esto de
x(j+1)) Pero en la teoria ramificada se da una solucidn
més honda. El c. de R ha de ser, si existe, de un orden
superlor al del cuantificador que figura en su especifica-
c1on, vy, por ende, al de los cc. --si los hay-- que forman
el ambito o campo de variacién de la variable de tal cuan-
tificador; luego, aunque hubiera cc. que abarcaran o deja-
ran de abarcar a entes de orden idéntico al de ellos mls-
mos, el c. de R no podria ser ninguno de esos cc.; es mas:
el argumento se generaliza y concluye (aungue vide infra
Ap.9, sub fine) que no puede haber cc. asi (pues un c. C
gque abarcara o dejara de abarcar a entes del mismo orden
que C seria especificable s6lo con una cliusula impredica-
tiva --una que violara las restricciones impuestas por la
teoria ramificada; cf. sin embargo el final del Ap.9, in-
fra, sobre una p051ble excepcidn a esa regla).

KN(xx) es = XN((i:x)x) o sea: el c. de entes que no
vienen abarcados por aguel subc. del c. universal con el
cual los correlacione la relacidn de identidad; o sea se-
ria aquel ente cuya espec1f1cac1on conduciria a la parado—
ja de Cantor. Por eso en la teoria ramlflcada hay una {ni-
ca solucidn a las dos paradojas; no asi en la teoria sim-
ple de tlpOS. Y, desde luego, ‘la motivacidn de la solucidn
es muchisimo mds honda y seria en la teoria ramificada,
mientras que la de la teoria 51mple resulta un tanto ad
hoc, cuando se abandona la nocién fregeana de extensiones

desestratificadas entre si, por ser --todas-- objetos o
entes de nivel 0 (n.11). Pero --eso si-- con una genuina y
no aguada teoria ramificada --como la brindada en la 22
edicidén de PP.MM.-- no cabe ningln AR. Ni cabe, por ende,

una teoria suf1c1entemente interesante de nimeros reales.

Apartado 8.- AR y la existencia de clases impredicativas
en sentido fuerte

AR entrafla que Ux,y(x#yCEz(z!x.N(z!y)) --donde z es
una variable de un orden predicativo (o0,0) si es que XY
son, ambas, variables de orden o--; por esa razdn sostuvo

R que AR es una versidn generalizada del principio leibni-
ziano de identidad de los indiscernibles (n.12). Es dudoso
que sea correcto tal aserto salvo en el sentido muy banal
de que cualquier condicién suficiente de identidad entre
entes de determinada Iindole (o sea, cualquier condicidn
necesaria de diferencia) es una generalizacidn de ese prin
cipio leibniziano. En cualquier caso, eso (por si solo) no
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suministra a AR mayor plausibilidad gque, pongamos por ca-
so, al principio de que, si dos hombres son diversos, lle-
van diferente apellido (un principio que, lo mismo que AR,
entrana que, si dos hombres son diversos, uno de ellos po-
see una propiedad de la cual carece el otro). R y White-
head trataron de probar que, si existen clases, es verda-
dero AR; como lo muestra Chihara, el supuesto es, no la
(mera) existencia de clases, sino el principio de abstrac-
cidén; mas, comoquiera que sea, R sostuvo (en el sistema de
la 12 edicidn de PP.MM.) que no existen clases, e.d. que
no existen extensiones de abributos o propiedades, sino
sb6lo esos entes, y que éstos no son extensionales (de ser-
lo, serian clases). Luego el argumento vale de poco en su
teoria. Lo que si es verdad es que la (pseudo) tcc desarro
llada dentro del sistema de PP.MM. (12 edicidn) necesita
AR; sin él no seria posible probar ni siquiera la versidn
russelliana del principio de abstraccidn (o sea de "Ux(fx=
xe9fy)"; de hecho, cuando se pone en notacidn primitiva,
ese principio es equivalente a AR: entridnalo y viene entra
fiado por él; vide (C2) p.48). Ahora bien, ello revela --a
mi entender-- que, si es uno consecuente en adherirse a
la teoria ramificada deben arrojarse por la borda, con AR,
toda la tcc y toda la teoria de los numeros reales (n.13).
Porgque AR si engendra la existencia de propiedades impre-
dicativas en el sentido fuerte, o sea en el de que caen en

el ambito de cuantificadores --y, por lo tanto, de varia-
bles cuantificadoras-- que se emplean en su especificacidn
(n.14). Veamoslo con el mismo ejemplo examinado en esta

Seccidén, mds arriba: el del teorema de Cantor. Con AR prué
base gque, aungque no pertenezca a PC ese atributo impredi-
cativo que seria X(Cx.Ef(sxf.N(fx)) --abreviadamente  -'h'--
(o, mids exactamente, aunque ni siquiera tenga sentido de-
cir que pertenece o deja de pertenecer a PC dicho atributo
o propiedad o "conjunto no extensional') --supuesta la pre
misa de que s es una relacidén funcional--, si habrid una
propiedad coextensiva con h y que sea predicativa, siendo,
por lo tanto, abarcada por PC. Sea g una propiedad (o 'cla
se no extensional'") predicativa y coextensiva con h, e.d.
con la propiedad (impredicativa) de ser un miembro m de C
no abarcado por aquella propiedad incluida en C con la gue
m venga correlacionado por s (n.15). Por AR sabemos que
hay alguna .propiedad g asi; cuya especificacién es a tra-
vés de la propiedad impredicativa h; h es impredicativa
porque se especifica en términos de propiedades de un or-
den superior a los argumentos que puede tomar; por lo mis-
mo serad impredicativa g; si se objeta que g no estid espe-
cificada, definida, sino sdlo indefinidamente descrita co-
mo una propiedad asi o asid, respondo que también eso es
una especificacidn; de no, cada paradoja se reproducirid en
PP.MM. sin mé&s que reemplazar 'el' por 'un', con ajustes
apropiados (el embustero pasaria a ser 'estoy diciendo al-
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go falso' 'y podria decirse que no hay especificacidén algu-
na de "aqguello" que digo, sino descripcidén indefinida de
"algo" dicho). Sobre esta cuestidn, vide también las inte-
resantisimas consideraciones de Godel al respecto en (G2),
pp.311ss (n.16).

Apartado 9.- La teoria ramificada y las paradojas semanti-
cas y el tratamiento de las descripciones definidas

Voy ahora a probar que --contra todo lo que se ha re-
petido atronadoramente-- la teoria ramificada (sin AR) si
es capaz de evitar las paradojas semanticas. En efecto:
para no remitirme a otras cuyas especificaciones respecti-
vas claramente contienen cuantificadores que habrian de
ser del mismo orden que el ente especificado (las de Richad
etc.), limitdndome a la mads simple, la del embustero, es
esto lo que puede hacer la teoria ramificada: 'Es falso lo
que estoy diciendo' contiene una descripcidén definida; la
manera mas eficaz de tratar tales descripciones en tcc es
la de identificar "el ente que p" con "la unidn del c. que
abarca a cualquier ente que sea el Gnico que p'" (donde la
unién de C es el c. de entes pertenecientes a uno u otro
miembro de C). Eso es asi porque ese c. sdlo abarcarid a un
ente o a ninguno; si abarca a uno, la unidén del c. serd el

1 S ; :

c. de miembros de ese Gnico miembro --y, siendo cada ente
e : > s

el c. de sus propios miembros, esa union sera, pues, el

(el . . . . . .

unico miembro del c.--; si no abarca a ninguno, esa union

serd la clase vacia o nula. Bien, segiin eso 'Es falso lo
que estoy diciendo' contiene la especificacidén 'lo que es-
toy diciendo' que sdlo impredicativamente puede verse atri
buir la falsedad si ésta ha de atribuirse con sentido (con
verdad o falsedad) a algo que esté yo diciendo; pues la

oracién significa: 'Es falso el c. de entes e tales que
hay un unico miembro, m, del c. de cosas que estoy dicien-
do tal gue me (m abarca a e)'; y eso no puede ser falso en

el mismo sentido de 'falso' en que pueda serlo algo perte-
neciente al conjunto de cosas que yo diga; luego el predi-
cado 'falso' viene empleado en esa paradoja impredicativa-
mente --y, por ende, infringe las estipulaciones de la teo
ria ramificada (n.15). Asi pues, la tcc misma (si se ajus-
ta al principio de predicatividad) demuestra la inexisten-
cia de una propiedad de falsedad compartida por todo ente
especificable como una prolacidén. Y, por ello mismo, de
rebote, demuestra que no existe ninguna prolacidén asi, cu-
ya. existencia venga presupuesta por su propia especifica-
cidén. (Sdlo que, acaso mas bien, todo eso pone de manifies
to la falsedad del principio de circulo vicioso: 'One man'
s modus ponens is another man's modus tollens').

Cierto es que el tratamiento recién sugerido no es el
que el propio R brindé a paradojas como la del embustero
(Cf. (C2) p.8). Sin embargo, hay motivos para preferir el
tratamiento que acabo de presentar. SAbido es que, si pasd
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R de la solucidn provisional que habia brindado en sus
Principles de 1903 a las paradojas conjuntuales (una ver-
sion de la teoria simple de tlpos, e.d. la fregeana) a la
solucién de los PP.MM. (la teoria ramificada) fue princi-
palmente porque la primera no solucionaba las paradojas
semantlcas y no aportaba ninguna motivacidn o fundamenta-
cidén lo bastante profunda de las restricciones tipales (n.

17). Pues bien, si centramos el principio (de exclusidn)
del circulo v101oso, o de predicatividad --que es el meo-
llo de la teoria ramificada-- en la inexistencia de una

(clase o) propiedad cualquiera, %p, tal que p contenga un
cuantificador de un orden tal que, si ex1st1era {p, seria
un ente de ese mismo orden (no pudiendo Xp especificarse
de nlngun modo que obvie tal dlflcultad), entonces no cabe
solucioén general a las paradOJas semanticas que no haga de
cada descr1pc1on definida un término abstractivo de la for
ma "%p'". La teoria de descrlpClones que hace eso es la de
F para lenguajes formales; teoria desarrollada, o modifi-
cada en parte, por autores como Carnap y, sobre todo, O
(n.18). Con la teoria russelliana de descripciones no sa-
len a flote esas conexiones entre paradojas de uno y otro
género, ni puede centrarse toda la .exclusidn .del circulo
vicioso en esa restriccidén del principio de comprensidn
o existencia de (clases o) propiedades. Nbétese, en fin,
que tanto la teoria de descripciones definidas aqui utili-
zada cuanto la formulacidn brindada mids arriba de AR pre-

suponen --contrariamente a la formulacidén oficial de la
teoria russelliana de tipos-- que los individuos, si los
hay, son (coextensivos con) (clases o) propiedades, a sa-
ber cada uno es (coextensivo con) la (clase o) propiedad
de lo por él abarcado; sin embargo, no puede lo por é1

abarcado ser otro individuo o ente del mismo orden. Congue
no puede haber ningin orden minimo, sino que habria &rde-
nes negativos: un individuo, p.ej. la Giralda, seria --su

pongamos-- la clase de sus partes macroscoplcas, si la pri
mera es una 'sustancia" esas partes no serian sustan01as,
sino "partes de sustanc1as ; cada una de ellas seria, a su
vez, una clase o propledad a saber - —supongamos-- la de
sus partes mlcroscoplcas, resulta dificil seguir imaginan-
do cdmo se continuaria hacia abajo en la escala infinita-
mente descendente. Alternativamente, y siguiendo a Q (n.
19), podrlan amortiguarse las restricciones de la teoria
de tipos sdlo para individuos, de suerte que cada 1nd1v1duo
x={x} (o sea z(z=x)). Que la Giralda es la Giralda seria
lo mismo tanto si 'es' significa identidad cuanto si sig-
nifica abarcamiento (o su conversa: pertenencia). (A quie-
nes, contra esa identificacidén quineana, alegan que es un
mero expediente, cabe replicar gue no seria tan implausi-
ble suponer que lo artificial resultara diferenciar en un
caso asi los dos "es". Sin embargo, mi propio parecer no
coincide con el gquineano; aunque no es éste el lugar de
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decir en qué y por qué ) Si definimos la identidad x=z co-
mo el que x abarque s6lo todo lo abarcado por z (tal es la
definicidén de Q), entonces lo tnico que haria 1mpred1cat1—
va (en el sentido fuerte) la especificacidn del singulo
z(z=x) es el hecho de que, en tal caso y segin la hipdte-
sis, Z(z=x) (o sea, el propio x) seria uno de esos "todos"
los entes abarcados por x (en verdad lo {nico). Mas Zpor
qué no autorizar (solo) esa impredicatividad (fuerte), la
de 1nd1v1duos no mas? Sefzg—lnocua, pues los individuos ya
estan '"dados", en la.concepcidn constructivista de los cc.
Ningin dafio resultara de reespecificarlos de manera impre-
dicativa, puesto que ya estaban especificados de antemano,
al venir "dados". Lo Gnico malo seria especificar impredi-
cativamente lo que no se supiera previamente si existe o no.

Apartado 10.- La existencia de clases y la segunda edicidn
de PP.MM.

Cuando, en 1927, publicaron R y Whitehead la 22 edi-
cién de PP.MM., habia corrido mucha agua bajo los puentes.

En un articulo publicado en polaco en 1921 --pero luego
también en alemdn (aunque la versidn completa fue facili-
tada a R en forma de manuscrito)-- L. Chwistek proponia

reemplazar la teoria ramificada de tipos por la simple.
Por esa misma desramificacidén habia abogado Ramsey en 1925
¢Cudl fue la reaccidén de R? No la de abrazar él la teoria
simple, sino la de reelaborar su propia teoria ramificada.
Y para mejor. Precisemos, no obstante, que (el cuerpo prin
cipal de) PP.MM. aparec16 1nalterado, afiadiéndole empero
una nueva Introduccidn en la que venia propuesta la modi-
ficacidén del sistema ((W3), pp.xxxix ss.). Se abandona,
con buen juicio, AR --pues es incompatible con el propdsi-
to y la motivacidn filoséfica del sistema. Pero, a raiz de
ello, es menester cambiar la definicidn de identidad, pues
ahora ya nada garantiza que dos entes con las mismas pro-
piedades predicativas sean idénticos (o sea, nada garanti-

za que tengan todas sus propiedades en comln). Pero, para

evitar el debilitamiento excesivo del sistema gque ello
! : i

acarrearia --y su impotencia para fundar la matematica,

aun la elemental--, compensa R esa pérdida postulando PE:
si algo (de cierto nivel) carece de una propiedad de un
nivel determinado poseida por otro algo (del mismo nivel),

es que son entes diversos --y, por ende, si son propleda—
des de algln nivel, algiin ente de nivel inferior posee sb-
lo a una de las dos. (No obstante, en el sistema de R, ba-
jo cualquiera de sus versiones, eso sdlo puede decirse con
sentido para propiedades de un nivel dado, no para cuales-

quiera propiedades, en general, de uno u otro nivel.) Ese
reforzamiento lleva a R a reconocer que no existen diferen
cias entre cc. y propiedades. (Vide supra (n.9).) Con la

teoria asi reelaborada se pueden sequir probando resulta-
dos fuertes, como el teorema de Schoder- Bernstein, p.ej.
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(n.20); y se gana la gran ventaja de bloquear el teorema
de Cantor. Se volatiliza asi la llamada matemitica de los
transfinitos (n.21). Poca es la monta de tal pérdida, ya
que no existen pruebas, independientes del teorema de Can-
tor, de la existencia de transfinitos inenumerables. Como
lo senalan Whitehead y R (p.xliii) normalmente se desea
probar que dos cc. son del mismo tamano, y esas pruebas
siguen siendo correctas seglin el nuevo sistema; lo anico
que, al respecto, se pierde es la demostracidén, muy rara-
mente deseada (por motivos independientes) de que dos cc.
dados no son del mismo tamafio --salvo si son finitos, pues
entonces siguen valiendo las demostraciones. Mas grave que
ésa es la pérdida de versiones fuertes de la induccidn ma-
temadtica, pues las mismas sblo podian probarse con AR (den
tro del sistema de PP.MM.). Los autores concluyen conjetu-
rando que hay alguna manera de reforzar su sistema --sin
volver a incurrir en la postulacidén indeseable de AR-- que
permita compensar suficientemente esas pérdidas y obtener
como resultado una matemidtica, al menos de lo findte 1o
bastante fuerte. Aparentemente eso quedd en esperanza (aun
que el sistema I de Wang podria verse como un paso intere-
sante en tal direccidn (n.22)).

Por {ltimo conviene notar que, si bien no se prueba
en el nuevo sistema de R que sea inenumerable el continuo
(el cardinal del c. de los nlmeros reales), ello de por
si no entrafa que se pruebe el llamado axioma de eleccidn
(sobre el cual se dirdn unas palabras en la seccidn si-
guiente); porque tampoco se demuestra en ese sistema que
el continuo sea numerable.

Instituto de Filosofia del CSIC

* Publicamos aqui la Primera Parte del presente articulo. La Segunda
(y tltima) aparecerd publicada en el préximo niémero de CONTEXTOS.
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NOTAS

(n.0). Aunque este debate versa sobre la naturaleza y objeto de la ma-
temitica, en la medida en que se reconozca alguna versibén —-por tenue
que sea-— del "logicismo" a cuyo tenor la matemitica se reduce a "16-
gica" --en un sentido desde luego amplio de 'légica', que incluye la
tcc--, lo que estd en discusién es la naturaleza misma de la légica.
Es curioso que Rescher, en el cap. 3 de (Rl) (pp.213ss) sitla como (ni
cas alternativas en este punto al absolutismo platénico entendido como
la tesis de que la légica es una ontologia regional; el absolutismo
psicologista; y diversas variantes del relativismo, todas las cuales
rechazarian la naturaleza ontolégica de la légica. Sin embargo, F. Gon
seth defendié la tesis de que la logique est la physique de 1'objet
quelconque; tesis que, ademis de hallar mucho apoyo en textos y argu-
mentos de Frege, Russell, Husserl, Godel y Quine, goza de los més hon-
dos y s6lidos motivos para solicitar nuestra aquiescencia; a favor de
ella he arguldo ya en diversos trabajos; conque no deseo aqui repetir-
me.

(n.0bis). Va a titularse "i(Lbégica combinatoria o Teoria estéandar de
conjuntos?" y aparecerd en ARBOR, préximamente. Sin embargo, ya de en-
trada, he de puntualizar que no comparto el entusiasmo por ZF --la tcc
de Zermelo-Fraenkel--, tan ampliamente mayoritario entre los matemati-
cos y creciente --aunque espero que todavia minoritario-- entre los
filésofos de la matemdtica. No sbélo hay que constatar (lamentar diria
yo, para ser sincero) que hasta exdiscipulos de Q, como Hao Wang, ma-
nifiesten preferencias hacia ZF, al menos por sobre las tcc de Q (aun-
que vide infra (n.22)), sino que el propio Q parece en sus Gltimos tra
bajos filoséficos retirar su aguiescencia a sus propias tcc para 1nc11
narse hacia la teoria estdndar. Es equivocado, a mi entender, adjudl—
car a la teoria estdndar una motivacién filoséfica mds genuina o defen
dible que a las teorias de Q. De hecho sucede lo contrario: la teoria
estdndar sbélo parece justificarse con una concepciédn de los cc. como
la llamada iterativa. Pero ésta es un hibrido, o un engendro bastardo:
un equilibrio inestable entre la concepcién constructivista, articula-
da en la teoria ramificada de tipos, y la meramente enumerativa, fini-
tista. Lejos de constituir esa concepcién iterativa un enfoque filosé6-
fico "intuitivo", previo a la axiomatizacién de ZF, paréceme a mi un
apano artificial, ex post facto, forjado ad hoc para aureolar a ZF con
los oropeles de una supuesta motivacién independiente del mero consti-
tuir una manera taimada de obviar las paradojas. Algo més se diréd so-
bre ZF, en contraste y confrontacién con las tcc de Q, en la Secc. 2
de este articulo.

(n.1). E1 libro de Cantor sobre tcc, Grundlagen einer allgemeinen Man—
nigfaltigkeitslehre aparecié en 1883. Al afo siguiente venia publicado
el de F, Grundlagen der Arithmetik --evidentemente escrito a lo largo
de una serie de afios anteriores. En su libro desarrolla F, ya claramen
te, los principios basicos de su tcc, que luego ampliard y desmenuzaréd
en los Grundgesetze der Arithmetik (2 vols, 1893 y 1903 respectivamen-—
te). Ya en una resefa --aparecida en 1892-- de otro libro anterior de
Cantor, referiase F a la concepcién cantoriana de c., aunque la criti-
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caba por oscura, si bien veia en ella un anticipo de la suya propia.
(Vide (P1), p.266, n.4 —-y passim sobre la concepcién fregeana de ex—
tensién.) En los Grundlagen expresa F su cadlido aprecio de la obra de
Cantor, manifestando que las divergencias entre ambos en torno a la
naturaleza de los nlmeros son meramente terminolgicas. Sobre eso cf.
(K1), pp.443ss. Acerca de las paradojas de la tcc vide ibid., pp.652ss
Cantor fue quien descubrié la primera paradoja, la de Burati-Forti,
asi llamada porque fue expuesta al piblico por vez primera en un tra-
bajo de 1897 de ese autor italiano: es la de que el nidmero ordinal co-
rrespondiente al c. de todos los ordinales habria de ser mds pequefio
que si mismo. En 1899 descubrié Cantor la paradoja (de Cantor) la del
c. de todos los cc., el cual, a tenor del teorema de Cantor segln el
cual cualquier c. es menor que la clase de sus subcc., habria de ser
menor que si mismo. La nocién fregeana de extensién de un "concepto"
--que, en la acepcién que F le da a la palabra, es una propiedad obje-
tivamente existente-- es, en verdad, la de c. o clase; 1ll4dmala también
F curso o recorrido de valores (aunque algunos intérpretes prefieren
entender el curso de valores como un c. de pares ordenados, cada uno
de los cuales tendria como segundo miembro a la Verdad o a la Falsedad
segln que el primer miembro perteneciera o no a la clase dada; e.d.
una funcién caracteristica de esa clase; pero esa diferencia es desde-
fable en el contexto extensionalista fregeano). Sucede, empero, que ——
segln lo sefiala T. Parsons en (Pl), pp.266ss-—- llevé a cabo F una de-
nodada lucha contra una concepcién de los cc., a saber aquella que los
ve como 'agregados', entes cuya entidad estribaria en la de sus miem-
bros, viniendo éstos '"dados" con prioridad respecto a ellos; sin duda
cabe ver en esa concepcién --representada por Dedekind-- un precedente
de la teoria iterativa de cc., o sea uha como la ZF. Frente a tal pun-
to de vista, el de F es que los cc. son secundarios respecto a las pro
piedades de las cuales son respectivas extensiones. En la crisis de
su pensamiento que siguidé al descubrimiento de la paradoja russelliana
1llegé paulatinamente F al convencimiento de que no cabe siempre postu-
lar extensiones de conceptos, o no en el sentido originariamente su-
puesto, pues a dos propiedades diversas puede corresponderles una sola
extensién que sea el c. de objetos que caigan bajo una sola de las dos
y no bajo la otra --a pesar de lo cual puede licitamente llamarse a
ese c. también 'la extensién' de la otra propiedad; de donde poco a
poco resultd un cierto abandono de los cc. o extensiones. (Vide (P1),
loc. cit.). Vide infra, Ap. 1 de la Secc. 2 de este articulo.

(n.2) R descubrié su famosa paradoja en junio de 1901, cuando estaba
acabando de escribir sus Principles of Mathematics. Esforzdse por en-
tonces en vano por resolverla. En junio de 1902 escribié a F comunicdn
dole su descubrimiento; a vuelta de correo contesté el gran légico y
filbésofo alemédn, reconociendo que con el descubrimiento de R se tamba-
leaba desde sus cimientos la obra de toda su vida. F amafié apresurada-
mente unas reparaciones tentativas a su sistema para obviar la contra-
diccién (vide infra, Ap. 1 de la Secc. 2); con tales reparaciones apa-
recié el 2° volumen de los Grundgesetze der Arithmetics fregeanos, en
1903. Por su parte, R pergendé una solucidén, también tentativa, en sus
Principles, publicados el mismo afio. Siguieron intentos por parte de R
quien consagré largos meses, de abril de 1904 a enero de 1905, a for-
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cejear o "funar" con papel y ldpiz. En la primavera de 1905 se le ocu-
rrié a R su teoria de descripciones, por la cual el articulo determi-
nado 'el' venia eliminado, al parafrasearse convenientemente una ora-
cién que lo contuviera; de suerte que una descripcién definida, "el
tal o cual", venia a ser considerada como un simbolo incompleto. Con
ese instrumento conceptual més una sugerencia de Poincaré, en 1905,
elaboré R su solucién, la teoria ramificada de tipos, en 1907. Vino
expuesta en los Principia Mathematica, que escribié con Whitehead,
en 1910. El cap. II de la Introduccidén (pp.37ss de (W3)) sigue consti-
tuyendo una lectura fundamental para una comprensién de la teoria de
tipos y de sus motivaciones filosdficas, muy aristotélicas por cierto.
Un examen de tales motivaciones y su articulacién técnica de lo més
interesante es éste de Nino Cocchiarella: "The Development of the The-
ory of Logical Types and the Notion of a Logical Subject in Russell's
Early Philosophy", Synthese 45/1 (sept. 1980), pp.71-115. (No puedo
entrar a discutir aqui las ideas expuestas en ese trabajo.) Una bella
exposicién de la solucibén russelliana, la teoria ramificada de tipos,
hdllase en Alonzo Church, Introduction to Mathematical Logic, Prince-
ton U.P., 1956, pp. 346ss.

(n.3). Vide (K1), pp. 654ss. En sus Principles of Mathematics (1903;
vide reimpr. (1979), de la 22 ed., de 1937: Londres: Allen & Unwin,
pp. 522ss), tras comentar escueta pero aprobatoriamente la solucién de
F, desarrolla R, en el Apéndice B, el primer esbozo de su teoria de
tipos; pero --segin lo reconoce la Introduccién de la 228 edicién-—-
falta ahi todavia la idea central de la solucién definitiva, e.e. de
la teoria ramificada de tipos: el principio (de exclusién) del circulo
vicioso.

(n.4). Ya se aludidé en la n.2 a la determinante influencia, al respec-—
to, de Poincaré en el pensamiento de R. Una exposici6én bien detallada
(y, precisamente, en un marco idéneo para la presente discusién) de la
filosofia matemdtica de Poincaré es el cap. IV (pp.138ss) de (C2).
Otras dos exposiciones de Gtil consulta: J.J.A. Mooij, La philosophie
des mathématiques de Henri Poincaré (Paris: Gauthier-Villars, 1966); y
Javier de Lorenzo, La filosofia de la matemdtica de Poincaré (Madrid:
Tecnos, 1974, pp.107ss, 332ss).

(n.5). En (W1), pp. 123ss, expone Hao Wang una serie de consideracio-
nes sobre el principio del circulo vicioso y las definiciones predica-
tivas que, aunque un tanto deslavazadas, resultan hasta sugerentes --
y algunas atinadas. P.ej., apunta una importante dificultad (p.127):
équé sucede en el caso de especificaciones que se den, no mediante una
formulacién o "fijacién" aislada, sino un haz de formulaciones o defi-
niciones? Respuesta: 'if a definition A contains bound variables with
a range including things to be defined in B, then the classification
determined by A has to be adjusted by that determined by B, and, in
general, there are complicated questions of satisfying simultaneously
a group of conditions'.

(n.6). También podria uno --acaso deberia, para ser consecuente—- in-
troducir tipos transfinitos; la idea fue de Neumann; y los sistemas
"predicativos" (pero con reservas) de Hao Wang Iw articulan esa idea
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dentro de una teoria ramificada flexibilizada. (Vide infra (n.22).)

(n.7). Que buena parte del pensamiento humano es impredicativo o tal
que involucra forzosamente un '"circulo vicioso" en la especificacibn
del objeto sobre el que verse fue uno de los argumentos que, con ra-—
z6n, se esgrimieron contra la filosofia matemdtica de Poincaré; Godel
halld en eso un argumento que le parecié decisivo contra el principio
del circulo vicioso. Como un caso extremo de impredicatividad estarian
los operadores combinatorios --por los que Godel mostrd gran interés—-
que se especifican en términos que involucran a cualesquiera entes,
incluyendo ellos mismos, que son también argumentos de si mismos. (Vi-
de infra, Ap. 4 de la Secc. 2 --donde, sin embargo, diré cémo una teo-
ria combinatoria de cc. puede sacar cierto partido del principio de
predicatividad.) Pero juzgo yo que los ejemplos extramatemidticos més
palmarios de pensamiento impredicativo los ofrecen paradojas (o no pa-
radojas, segin los casos) seminticas como las estudiadas por A.N. Prior
—-y ya por J. Buridédn, en parte--: vide "On a Family of Paradoxes'",
Notre Dame JFL 2 (1961 , pp.16-32; N. Rescher, NDJFL 5/3 (1964), pp.
218-20. Consideraciones como las de Prior han suscitado la teoria de
la verdad de Kripke, muchisimo mis prometedora que la de Tarski: "Out-—
line of a Theory of Truth", Journal of Philosophy 72/19 (nov. 1975),
pp. 690ss. Kripke llega al punto de sostener que una prolacién puede
engendrar un enunciado --en ella proferido por primera vez--, hacién-
dolo verdadero, o falso, o neutro, o indefinido; sea ello asi o no, es
lo cierto que situaciones como las que evoca Prior suceden a menudo y
conllevan impredicatividad: Leoncio, que aprecia mucho a Andrés, cree
que todo lo que esté ahora pensandoserd verdad, porque Andrés estd exa
mindndose de matemiticas; pero en ese momento lo que piensa Andrés es
que Leoncio no da una en el clavo.

(n.8). La identificacién de los "individuos" con sus respectivas cla-
ses unitarias o singulos es una constante en Q --salvo quizd en traba-
jos recientes en los que parece claudicar ante los adeptos de la teo-
ria estédndar de cc., ZF o alguna otra afin como NB. Vide, p.ej., (Q3),
p.276; (Q2), pp.122-3 & 135. Pero es interesante ver que F, quien pre-
cisamente fue el primero en criticar la confusién en que, antes de é1,
se solia incurrir entre un ente y su singulo (mostrando que el c. de
los reyes magos abarca a tres, mas su singulo sélo a uno), propuso no
obstante identificar a ciertos entes con sendos singulos, a saber: a
la Verdad y a la Falsedad. Resultan de tales identificaciones conse-
cuencias muy interesantes. Vide (T2) p.287, p.297. Podriamos traducir
a nuestra notacién la ecuacién fregeana asi: %(x)=%(x=Ux(x=x)); de don
de se deduciria R(x)=%(x=%(x)). Sélo la Verdad seria verdadera —-y sé-
lo la Falsedad falsa, aunque esto (ltimo, dicho sea de paso, no es pro
bablemente compatible con otras cosas que dice F. Claro que resulta
mds plausible un enfoque, en eso, como el de R: la Verdad seria la
existencia (de estados de cosas). Ese enfoque russelliano es el que
subyace al enfoque propuesto en el Ap. 4 de la Secc. 2 de este articu-
lo. (Sobre la identificacién de cada individuo con su singulo, vide
infra, el final del Ap. 9 de esta misma Seccién.)

(n.9). Cf. (Q3), p. 2 y passim; (Q2), pp.120-1. Pero también R en la
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28 edicién de PP.MM. (vide infra, Ap. 10) afirma (p. xxxix de (W3)):
'Consequently there is no longer any reason to distinguish between
functions and classes'. iComo consecuencia de qué? De haber abrazado
PE:

(n.10). Dice Q en (Q3), p.255: 'The notion that Russell's orders were
relevant to such paradoxes is not one that I know how to make plausi-
ble while maintaining a distinction between attributes and open sen-
tences, which he confused under the head of propositional functions.
It seems clear in any event that by rights the semantic paradoxes
should be blamed on special concepts foreign to the theory of classes
. But the semantic paradoxes are of no concern to the theory of clas
ses'. Paréceme que Q estd equivocado en ese punto. Cualquier predicado
es of concern to the theory of classes" al menos de una que postule
un PA suficientemente vigoroso (en vez del raquitico de ZF, que sélo
tolera subcc. de algin c. ya "dado"). Porque una tcc. con un PA fuerte
y brioso puede probar que determinados predicados tienen que venir ex-
cluidos del lenguaje; o, que, si se dan, tienen condiciones de aplica-
cién diferentes de las que se habian supuesto. (Vide infra, Ap. 9.)

(n.11). Chlhara, en (C2), pp.5ss, brinda una explicacién un poco dife-
rente de cémo se evita la paradoja de Cantor en la teoria ramificada
de tipos. Pero en el fondo no hay desacuerdo entre mi planteamlento y
la lectura ofrecida por Chihara. Cabe sefialar que la presentacién que
hace Chihara (pp.20ss) de la teoria ramificada de tipos difiere de la
que aqui figura, pero--me parece-- mis en termlnologla que en cuestién
de fondo. Es s6lo de lamentar que Chihara desatienda un tantico la im-
portancia central que, para la jerarquizacién de érdenes, juega la pre
sencia de cuantificadores de determinado orden. Qulza, lo mismo que
Cocchiarella (en el trabajo citado supra, n.2), estd preocupado por el
hecho de que los é4rdenes son ontologlcos mientras que la presencia o
ausencia de cuantificadores es algo linguistico, algo de las expresio-
nes que denotan a sendos entes, no algo de los mismos. Ahora bien, es-
td de por medio el principio del paralelismo éntico- linguistico —-tan
bien analizado por Vuillemin en su grandiosa interpretacién de las pri
meras fases de la filosofia russelliana, Legons sur la premiére phllo—
sophie de Russell, Paris: Armand Colin, 1968. Y, si bien la teoria
(russelliana) de descrjpciones parece una infraccién a tal principio,
y a lo mejor lo es, esa teoria no es indispensable para el conjunto de
la ontologia russelliana de la fase de los PP.MM. (Vide infra, n.l4.)
Y, en cualquier caso, el constructivismo que anima a la teoria ramifi-
cada pone limites a todo realismo excesivo sobre las propiedades: exis
tirén, si; en si mismas, de acuerdo; pero sélo de aquella manera como
hubiera podido construirlas mentalmente una mente infinitamente pode-
rosa, si, pero que sélo operase constructivamente, escaldn por escalén.

(n.12). Sobre ésta y otras cuestiones afines ofrece Chihara, op. cit.
((C2), pp.44ss) interesantes comentarios en torno a AR.

(n.13). A menos que se abrace el PE, que es lo mejor que cabe hacer
dentro de una teoria ramificada consecuente --o sea: sin AR. Eso es lo
que hizo R en la 22 edicién. (Vide infra, Ap.10.) Con ello, sin embar-
go, no se evitan todos los males, pues sigue, lamentablemente, perdién
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dose hasta el mero sentido de buena parte del andlisis numérico —-teo-
ria de nlmeros reales—- y también cualquier formulacién fuerte del
principio de induccién matemdtica. Asi y todo, que es lo mejor que ca-
be lo revela el hecho de que, mediante ese recurso, salvase el PA (en
la versién, eso si, atenuada que puede brindarle una teoria de tipos u
6rdenes) y buena parte de los teoremas generales de tcc.

(n.14). Contrariamente a lo que dice Chihara, op. cit., p.51 sub fine.

(n.15). Nétese que no es menester que sea "la" tUnica propiedad asi:
Chihara critica --equivocadamente, a mi juicio-- un certero andlisis
de Copi (que muestra cémo con AR se reproducen en el sistema de PP.MM.
paradojas semdnticas como la de Grelling, a saber la de si es autoapli
cable o no la expresién 'autoaplicable': vide (C2), pp.53-4) alegando
que nada garantiza la unicidad de la propiedad predicativa, coextensi-
va con una propiedad impredicativa dada, cuya existencia venga impues-—
ta por AR. Pero en la prueba de Copi es perfectamente dispensable ese
supuesto de unicidad, aplicando una regla como la de instanciacién
existencial, que, en ese contexto —-el de una reduccién al absurdo-——,
es cabalmente correcta. Lo propio sucede aqui.

(n.16). Aunque no discuto en este articulo las ideas de Godel, resul-
tard obvio a quienes las conozcan que estoy casi totalmente de acuerdo
con la mayoria de ellas —-aunque rechazo la existencia de "intuicio-
nes'" matemidticas en cualquier sentido un poco fuerte, o sea que vaya

més alld del de meras conjeturas u opiniones.

(n.17). Cf. de nuevo (C2), p.l4; y también, del propio R, '"Mathemati-
cal Logic as Based on the Theory of Types'", ap. Logic and Knowledge,
ed. por R. Marsh, Londres: Allen & Unwin, 1956, pp.39-56: publicado
por vez primera en 1908.

(n.18). Vide (Q2), pp.ldbss; (Q3), pp.56-8; y mis propias discusiones
al respecto en el cap. VI de Fundamentos de ontologia dialéctica (Edi-
torial Siglo XXI, Madrid, 1987, pp.167-200) y en el cap. 142 de la
Secc. II de El ente y su ser (Universidad de Leén, 1985, pp.527-57).

(n.19). Vide supra (n.8).

(n.20) El1 teorema de Schroder-Bernstein es la tesis de que, cuando
exista una sobrcyeccién de un c. x sobre otro, z, existiendo a la vez
una sobreyeccién de z sobre x, entonces hay una biyeccidén de x sobre
z. (Una presentacién diferente, pero en el fondo equivalente, la brin-
da elegantemente Javier de Lorenzo en Iniciacién a la teoria intuitiva
de conjuntos, Madrid: Tecnos, 1972, pp.116-7; alternativamente puede
verse otra presentacién --con el término de 'teorema de Cantor-Bern-
stein-- en Lia Oubifia, Introduccién a la teoria de conjuntos, Buenos
Aires: Eudeba, 1971, p.127.) Un andlisis interesantisimo de los presu-
puestos existenciales de las demostraciones usuales de ese teorema ha-
llase en (Q3), pp.203ss. Recordemos que una sobreyeccién de x sobre z
es una relacién funcional r (o sea tal que, para cualesquiera entes
u,v, u#v sélo si no existe ningln ente e tal que no séloc reu sino tam-
bién rev) tal que no existe miembro alguno u de z sin que miembro al-
guno v de x sea tal que rvu (no existe ninglin ente abarcado por z que
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no sea el valor de la relacién r para alglin argumento perteneciente
. —_—— ] :

a r).Biyeccién es una sobreyeccidén cuya conversa es también una sobre-

yeccibn.

(n.21). (Es eso deplorable? Quizd un tanto descreido, F. Fitch --uno
de cuyos sistemas combinatorios altamente impredicativos también blo-
quea el teorema de Cantor (sobre alguno de ellos hablaré algo en el
Ap.4 de la Secc.2)-- ve en ello una ganancia y comenta sarcasticamente
que los matemdticos que se alborozan tanto con los transfinitos son
como dizque es Dios, tan aficionado a escarabajos que ha creado nume-
rosisimas subespecies de ‘ellos. A favor de los escarabajos y en contra
de los transfinitos habria, empero, mucho que decir. Hasta Cantor, éa
quién se le hubiera ocurrido suponer que haya varios infinitos —--y me-
nos, que haya transfinitos inaccesibles, hiperinaccesibles etc. etc.?

(n.22). Sobre el sistema I de Wang, vide en particular (C2), pp.l174-
240; (W2), pp.l47ss; Hao Wang, A Survey of Mathematical Logic (Amster-
dam: North Holland, 1963), Gltima parte. Otros sistemas de sesgo pre-
dicativo fueron propuestos en los afios 20 por L. Chwistek; tales sis-
temas revelan interesantes rasgos en teoria de pruebas. Vide A. Fraen-
kel & Y. Bar-Hillel, Foundations of Set Theory. (North Holland, 1959),
pp.150-60, 196-264. Podria articularse --siguiendo en parte los pasos
de Hao Wang con su sistema I-- una tcc predicativa que acudiera a un
principio converso de reducibilidad, a saber: para cada c. de un orden
hay otro idéntico a él1 de orden inmediatamente superior; mas restrin-
gir PA de modo que --por decirlo asi-- no cuente sélo de qué orden
"sea'" un c. para que satisfaga una instancia de PA, sino también a ti-
tulo de ente de qué orden esté "actuando"; y afadirianse axiomas como
el de la unién, que postularia que la unién de una familia de cc. "ac-
tia" (isiempre?) a titulo de ente del mismo orden que esos cc. (si
bien con ello se arruinaria el bloqueo del embustero propuesto mas
arriba). En algln trabajo futuro pienso explorar tales opciones, que
guardan conexién parcial con parte del procedimiento de construccién
de mi sistema CD: vide Ap. 4 de la Secc. 2 de este articulo. Para ce-
rrar esta nota vale la pena sefalar que, en '"What is Logic?", Journal
of Philosophy 76/6 (jun. 1979), pp.285-319, Ian Hacking defiende una
concepcién de la légica que ha sido muy discutida en estos afios, pero
que, comoquiera que sea, constituye un planteamiento interesante; pues
bien, en ese trabajo muestra Hacking que la teoria subyacente a esa
concepcién suya de la légica es la ramificada, precisamente. El que la
teoria ramificada no pueda fundar ni el andlisis numérico ni siquiera
la aritmética recursiva es visto por Hacking, no como un fallo, sino
como una virtud, ya que, a su juicio, la matemdtica no es légica. Aun-—
que mi propia concepcidén estd mds bien en las antipodas de la de Hac-
king en casi todo, comparto con él el interés por la teoria ramifica-
da. En la articulacién de un PA (no el dnico) vigente en el sistema CD
que propongo (vide Ap.4 de la Secc.2) restringese precisamente la acep
tacién de las instancias de tal principio a férmulas que sean traduci-
bles a la teoria ramificada. No porque todo en la realidad obedezca
los constrefiimientos de la ramificacién (y, por lo tanto la jerarquia
de tipos), sino Gnicamente porque cuanto se atenga a tales constrefii-
mientos tiene asegurada una conducta ''mormal", entrando asi en la ér-
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bita de aplicabilidad del PA, aunque sin acaparar tal oérbita como
equivocadamente lo pensd R.

(CL)

(C2)

(G1)
(G2)

(K1)

(P1)

Qb

(Q2)
(Q3)
(Q4)

(RD)
(R2)

(T1)
(T2)
(W1)
(W2)

(W3)
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