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DISTRIBUCION DE WEIBULL, CARACTERIZACION
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INTRODUCCION

La distribucién Weibull es una distribucién triparamétrica, definida a partir de la
distribucién exponencial.

Su utilizacién se extiende, de forma general, a los casos en que no se cumplen las
condiciones de aleatoriedad suficientes para aplicar la distribucién exponencial; sin
embargo, no existen razonamientos mateméticos lo suficientemente claros que
indiquen cuédndo esta distribucién deba ser usada.

Nuestro trabajo, que parte de un estudio de caracterizacién de la distribucién
Weibull, se plantea como objetivo fundamental la biisqueda de situaciones, procesos y
variables aleatorias que lleven asociada la distribucién Weibull, es decir, nos
proponemos el estudio de circunstancias concretas, en las que dicha distribucién
pueda aplicarse.

MATERIAL Y METODOS

Partimos de una serie de propiedades, métodos y conocimientos necesarios para
el desarrollo de este trabajo.

1. Caracterizacién de la distribucién Weibull

a) Funcién de densidad.—Una variable aleatoria “X" se dice que sigue una

distribucién Weibull si existen parametros @, 8, §, tal que a>0, 620, €20,
F)

que hacen que la variable aleatoria Y = (—-a:—f—) siga una distribucién exponencial
con funcién de densidad:f (y) = e~y > 0, por lo que la funcién de densidad de la v.a.
X" sera:
Y. G il X~ 2
(=2 5 - ix—e30
a a a

An. Fac. Vet. Leén, 1982, 28, 103-115.
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El pardmetro ¢ es el pardmetro de localizacién, que es llamado de «garantia» en
el campo de la fiabilidad y pardmetro «umbral» en los problemas de supervivencia.

El pardmetro & es el pardmetro de forma. Cuando &=1 y €=0, la
distribucién Weibull se transforma en una distribucién exponencial de media « .

El parimetro a es el parimetro de escala, que es llamado también «vida
caracteristica».

Representando la distribucion Weibull triparamétrica por la notacién
W (e, 8,£), ladistribucién Weibull estandar es la representada por W (1, 8, 0).

Un estudio analitico de la funcién de densidad, nos determina que para valores de

§—1 _1/8
3 ) + & y para valores de & tales

que 0<8< 1, la moda corresponde al punto x = 0.

La mediana, para cualquier valor de §>.0, corresponde al punto X = (In
21+ ¢,

Puesto que la moda corresponde a la abscisa para la cual la funcién de densidad
presenta un méximo relativo, las regiones de crecimiento y decrecimiento de la
funcién corresponde a los valores de X, que hacen X—€&E< 0y X—¢2>0,
respectivamente.

En la figura 1 queda representada la funcién de densidad Weibull estandar para
distintos valores de 8.

6> 1 la moda corresponde al punto X =a (

b) Momentos.—Los momentos para la distribucién Weibull triparamétrica se
calculan facilmente a partir de la Weibull estindar, teniendo en cuenta que si la
variable aleatoria X sigue una distribucién W (1,8,0) entonces la variable aleatoria
X'=¢+aX (1) sigue W (@8, ).

Si la variable aleatoria X sigue W (1,8,0), por la propia definicion de la
distribucién Weibull, calcular los momentos de orden k de X serd calcular los
momentos de orden k /8 de la distribucién exponencial, por tanto,

EXY=E(X)"°)=T + %}

Si la variable aleatoria X’ sigue W (o, 6,£), el calculo delos momentos se puede
hacer a partir de los momentos de la variable aleatoria X mediante la relacién (1), o
bien directamente a partir de la integral eureliana de 2.* especie:

o 6-1 8 Kk
J‘Oxk_a_(i) .e_(_x_)_ dxzakr([+—*—“)=E(X’k)
a o« a o

El cilculo de los momentos respecto a la media son inmediatos a partir de los
momentos centrales; asi, por ejemplo, para la varianza se tiene:

V) =EXY) - B = TA+—) -+ —
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o

0'q011

Fig. 4

Se pueden confeccionar tablas como la tabla I, que nos da el valor de la funcién
1+ -%—) para los distintos valores de 8, estas mismas tablas nos proporcionan los

k
valores de la funcién I' (1 + —6—)', que seran los que corresponden a los valores de

o

ua” —_

K

El uso de estas tablas proporciona un método répido de cilculo de momentos de
variables aleatorias que siguen una distribucién Weibull.
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TABLA 1
Momentos de la distribucién Weibull estandar

| 1
= T €1 s
6 (1 5 ) o ( 5 )

0,40 3,3234 2,20 0,8856
0,50 2,0000 2,30 0,8859
0,60 1,5046 2,40 0.8865
0,70 1,2658 2,50 0,8873
0,80 1,3130 2,60 0,8882
0,90 1,0522 2,70 0,8893
1,00 1,0000 2,80 0,8905
1,10 0,9649 2,90 0,8917
1,20 0,9407 3,00 0,8930
1,30 0,9236 3,10 0,8943
1,40 0,9114 3,20 0,8957
1,50 0,9027 3,30 0,8970
1,60 0,8966 3,40 0,8984
1,70 0,8922 3,50 0,8997
1,80 0,8893 3,60 0,9011
1,90 0,8874 3,70 0,9025
2,00 0,8862 3,80 0,9038
2,10 0,8857 3,90 0,9051

media para W (1, 3,6, 0) = 0,9011
mediana para W (1. 3.6, 0) = (In 2) 136 = 0,9020

Esta aproximacién queda expresada grificamente en la figura 1.

¢) Aproximacion a la Normal.—Consideramos la distribucién Weibull estiandar,
esto es W (1, 8, 0) y vamos a hacer un estudio de la forma de su funcién de densidad
para los distintos valores del pardmetro 6.
: o ; 5 _ M3 ; Ha
Partiendo de los coeficientes de asimetria 7y =——— y curtosis y,=——, que
en esta distribucién toman los valores: g ’ g

_I(1+3/8)-3T(1+2/)T(1+1/8)+2T°(1+1/8)
[T+ 28) T (L +1/8)]*#

Y

TABLA 11
Coeficientes de «forma» en la distribucién W (1, 6, 0)
Media

1 Desv. Signo de
o) : r (I + ?) tipica Y1 %] asimetria Apuntamiento
1,2 0,9407 0,7872 1.52 6,24 Mas
1.4 09114 0,6596 1,20 4,84 apuntada
1,6 0,8966 0,5737 0,06 4,04 Asimetria que la
1,8 0,8893 0,5112 0,78 3,56 Normal de
2,0 0,8862 0,4633 0,63 3,25 igual media
2.2 0,8856 0,4249 0,51 3,04 y varianza
2,4 0,8865 0,3935 0,40 2,91 5 T
2,6 0,8882 0,3670 0,32 2,82 S
2.8 0,8905 0,3443 0,24 2,76 Menos
3,0 0,8930 0,3245 0,17 293 apuntada
3.2 0,8957 0,3072 0,11 2,71 que la
3.4 0,8984 0,2918 0,05 2,71 Normal de
3,6 0,9011 0,2780 0,00 272  SIMETRICA '5“:;’;;:1;"
3.8 0,9038 0,2656 —0,04 2,73
4,0 0,9064 0,2543 —0,09 2,75 asimetria
| } ! decrece  crece
n 1 0 negativa

Y2

[C(1+2/8)—T*(+1/8)F

podemos confeccionar la tabla II, en la que queda resumida toda la informacién a
cerca de la forma de la funcién de densidad f(x) para los distintos valores del
parametro de forma: & . En esta tabla se observa la asimetria de f(x) a medida que &
se separa de 3,6 y que es simétrica alrededor de este valor.

En 6 = 3,6 el coeficiente de curtosis vale 2,72, lo que indica que la f(x) Weibull
€s menos apuntada que la correspondiente funcién de densidad de una Normal de
igual medida y varianza; sin embargo, no se encuentra mejor aproximacién para
otros valores de &, para los que se dispara el valor del coeficiente de curtosis.

Otro dato que nos determina la buena aproximacién de Weibull a la Normal en
8 = 3,6, es que el comportamiento de la distribucién Weibull se semejante al de la

Normal en el sentido de que el valor de la media se aproxima al de la mediana, pues se
tiene:
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_T(1+4/8)—-4T(1+3/T(+1/8)+6T(1+2/8)T>(1+1/8)—3T*(1+1/6)

d) Estimacién de pardmetros.—La utilizacién de los métodos clasicos de
estimacién (max-verosimil, momentos, etc.) adquiere una enorme dificultad en las
distribuciones triparamétricas, y que muchas veces sélo es salvable con la utilizacién
de méquinas calculadoras; es por ello que aqui vamos a abordar otros métodos més
sencillos y de resultados satisfactorios.

— Estimacién maéaximo-verosimil mediante el uso de estimadores iniciales.—
Tenemos la distribucién W (o, 8, €) y queremos estimar los pardmetros «, 8y
& ; vamos a utilizar un estimador inicial de £ ; este va a ser el obtenido por Dubey?® a

X Xio = Xo)
Xy + Xog — 2 Xy

partir de observaciones ordenadas, esto es: = donde se verifica:

Xy < Xop < Xay Xa)'

de esta forma, el sistema de derivadas parciales que plantea el método del
méximo-verosimil queda reducido a dos ecuaciones, a partir de las cuales es fécil
obtener los valores de & y 6 en funcién de &, que maximizan la funcién de
verosimilitud, obteniendo:
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1
& =[—
ni=1

a= n i 8 N n ..3-1 l & )
) [(i:E](X‘: f)ln(xi—g)(izzl(xi—g)) —?:Elln(xz—f)]

a partir de la ecuacién:
ha de verificar:

In [f (Xi..., Xa); @, 8, €] = 0. se deduce que 2

(S—-l)i(xi_é)‘l____ﬁ_%()(i — f)fs—r
15 y i=] 6{
Si el valor

‘ ¢, considerado como estimador inicial de £, satisface el sistema de
derivadas parci

! ales y ademas £ es mayor que min (X,, X,..., Xn), entonces el € de
I;*_‘mda € considerado como estimador maximo-verosimil de £ .
l.’p.or el contrario, £ noes mayor que min (X,, X,..., Xn), entonces el estimador
Maximo-verosimil de ¢ es precisamente el estadistico: min (X,, X,..., Xn).
Los estimadores maximo-verosimiles de « y 0 no son insesgados, pero existen
tablas que dan

y para cada tamafio muestral el factor de «insesgo» que transforma el
estimador mayx

in imo-verosimil: A de A en el estimador A;=A b(n) que e3
sesgado (ver tablas de Thoman)?.
Asi, para ]

b parimetro & se tiene confeccionada la tabla I1I, donde puede
ODbservar

. se como el factor b(n) va aproximandose a la unidad a medida que crece n, lo
que quiere decir que | §— g,

Ao b | < e apartir de un término en adelante, lo que, £
elinitiva, implica que .

E(6)—5 - Oy puesto que & esfuncién directade 6,le

ocurre lo i
1sm . - 5 s s
0, esto es que los estimadores & y 0 son estimadores maximo-

Verosimileg asintética

como ; mente insesgados; son ademds asintGticamente eficientes,
S€ podri ohger

var a partir de la matriz de informacién:

*InlL 2
-—E(—-—— ),—E( ﬂi
I(a, 8= dada dads
ALl =11ij
InL 2*IlnL
—E(——— ), — E( ___“_)
i dada 636
-

Resolyi
FOVIEndo /Ty, s L) e I, nos queda:

2

noé
Li=——1,=1,=04227 >
o o

Para el caleylg g s
Broimmt! ¢ la expresién I,, debe tenerse en cuenta el resultado obtenido por
Jo(1+Inu—uln u)’ e" du=1,8236
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por lo que I.,,=1,8236 ;2 . resultando la matriz de informacién:

6 n 0,4227 n

2
« o

I(a,8)=
0,4227n  1,8236n

o 8

la matriz de varianzas-covarianzas sera:

1,1086 o’ 0,2570 o
nd n

Vij=(1(a, §))' =
0,2570 & 0,6079 &°

n n

Se observa como la varianza asintética de un estimador insesgado de @ es

2 . . . -
1,1086 —& __, que tiende a cero cuando tiende n a infinito; de aqui que @ sea

n
asintéticamente eficiente.
Lo mismo para 6, ya que los estimadores insesgados de & tienen por varianza
. 2

asintética la expresién: 0,6079—, que tiende a cero cuando n lo hace hacia infinito.
n

TABLA III
Factores de insesgo para el estimador & de W (a, &, £)
n b (n) n b (n) n b (n) n b (n)
5 0,669 18 0,923 42 0,968 66 0,980
6 0,752 20 0,931 44 0,970 68 0,981
7 0,792 22 0,938 46 0,971 70 0,981
8 0,820 24 0,943 48 0,972 72 0,982
9 0,842 26 0,947 50 0,973 74 0,982
10 0,859 28 0,951 52 0,974 76 0,983
11 0,872 30 0,955 54 0,975 78 0,983
12 0,883 32 0,958 56 0,976 80 0,984
13 0,893 34 0,960 58 0,977 85 0,985
14 0,901 36 0,962 60 0,978 90 0,986
15 0,908 38 0,964 62 0,979 100 0,987
16 0,914 40 0,966 64 0,980 120 0,990

— Estimacién por método de los momentos utilizando el coeficiente de asime-
tria.—A partir del coeficiente de asimetria:

C(1+3/8)—3r1+2/8T(1+1/8)+2T°(1+1/68)
[T A+2/8)—T*(1+1/8)]"?

Y=
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v1 depende solamente de &, luego 6 queda determinada numéricamente, y este
nimero serd su estimador.

La estimacién de a la podemos hacer a partir de la desviacién muestral y
mediante la sustitucién de & por su estimador calculado arriba.

La estimacién de £ se hace facilmente a partir de la estimacién de los otros dos
pardmetros, igualando la media muestral y poblacional como en los casos comunes de
estimacién por este método.

— Otras técnicas de estimacién han sido tratadas por Gumbels y Miller and
Freund’, utilizando estadisticos ordenados. Menon® plantea la estimacién de los
pardmetros de la distribucién Weibull a partir de la distribucién de log X.

Un interés importante desde el punto de vista practico tiene la estimacién grifica
realizada por A. Fz. de Trocéniz!®, mediante el uso de papel probabilistico.

2. Método Crimer? en el cdlculo de la distribucién asintética del
estadistico min (X,, Xy..., Xn)

Cuando una variable aleatoria X sigue una distribucién cuya funcién viene
l‘f-ipl't?sentada por potencias de una distribucién Normal o similares, la bisqueda de la
distribucién del estadistico min (X,, X,..., Xn) presenta grandes dificultades, sin
em%)argo, es superable usando técnicas como la utilizada por Crémer, que alcanza
mejores resultados cuanto mayor es el tamafio de la muestra. Define Crimer una
sucesién de variable aleatorias 7, =n Fx (Xy), llamando m@@=P(m <u

con 0ssusgg queda: 7a (0) = Fx() [F‘,‘( (_u_)] y puesto que
n

Fxiy (x)=1- (1=Fx (x)™,

tenemos que:

rn(u)=1—-(1—FxF3'((*i-'))“

Y esto es cierto para toda distribucién Fx (x)

Sea  r(@=lm(1-—(1-—)'=1—e%u 0
n

0 <. B . . =11
Por tanto, la sucesién de distribuciones 7a(u) converge a 1 — e ", luego la
Sucesion de variables aleatorias

: 7a=n Fx (X(1)) converge en distribucién a una
variable aleatoria 7

» cuya funcién de distribucién es: 1—¢e"; u = 0

n Fx (X)) converge en distribucién a 7, se tiene que X(1)
converge en distribucién a la variable aleatoria Y = F%(n/n) siendo 7 lav. a.
definida anteriormente por su funcién de distribucién, de este modo la distribucién
limite del estadistico X(1) estad dada por la de la variable Y.

Puesto que 7,=
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3. Proceso estocdstico Weibull

Considero un proceso representado por N (t,w) cumpliendo las siguientes
hipétesis:

a) Que N (t, w)=0, toma valores enteros.

b) Que N (t,w) crece mediante saltos de valor la unidad y que el nimero de saltos
es finito, pero no tiene por qué estar acotado.

¢) Que el comportamiento de N (t,w) en un determinado instante no viene
determinado por lo ocurrido anteriormente.

d) Que el namero de saltos de N (t,w) no estd igualmente distribuido para
intervalos de tiempo de la misma amplitud, sino que depende, ademas, de los valores
inferior y superior del intervalo, y que ademés dicha dependencia viene expresada
por una funcién de t de la forma:

Probabilidad de salto en  (t,t +°t)=(8 £7'6)2t+0%t donde & y 8 son
caracteristicas de cada proceso.

Este tipo de procesos es claramente diferente del de Poisson, como puede verse
en Parzen®, y por sus caracteristicas obedece a los procesos cuyos saltos (fallos)
depende estrechamente de t (tiempo en funcionamiento).

A este tipo de procesos estocisticos les llamamos de Weibull por el resultado
que veremos en el apartado siguiente, y se presenta en determinados sistemas o
maquinas en funcionamiento, constituidos por unidades susceptibles de fallo por
deterioro u otras causas relacionadas con el transcurso del tiempo.

DISCUSION Y RESULTADOS

L. La distribucién Weibull es aplicable como distribucion asintética del
estadistico min (X,, X,..., Xn)

Es conocido el cardcter reproductivo de la distribucién Weibull, pero ahora
afirmamos mas: que la distribucién Weibull puede aparecer como distribucién
asinténica del estadistico X(;, = min (X,, Xz..., Xa) aun cuando las variables Xi no
sigan una distribucién Weibull.

En efecto, aplicando el método Crémer, y teniendo en cuenta las variables

aleatorias cuya funcién de densidad difiere de la Weibull solamente en el término
exponencial ;

X - :
e ( ; )6, esto es, que tiene funcién de densidad:
& . X—~§g51
fxy=— { f) ESX<at&Ea, 8> 0
a a
5, e Xgj—& ‘ dist
tenemos la sucesién M =n (————) , sabemos que MmIn quesu
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funcién de distribucién es Fn(x)=1—¢";x = 0, por tanto la distribucién limite

de min (X,, X,..., Xn) sera la distribucién de la variable aleatoria:
Y=FXk(n/n)=a(n/n)'® +¢
X—¢&

o
corresponde a la distribucién Weibull de pardmetros (an' ¢, 6, &)

por tanto, se“tiene: Fxa)(x)=1—¢€"(

2-_ La distribucién Weibull es aplicable como distribucién de la v. a.
«tiempo de fallo» en un proceso Weibull

Si i . :
denominamos por Nila v. a. que expresa el ntimero de fallos en el intervalo (0,

2 y denominamos Py (t +°t) ala probabilidad de k fallos en el intervalo (0, t + “1)
k(t+%t) sers la probabilidad de que N _,. sea = k, ahora bien:

A
Pt +%y=p (k fallos en (0, t) ninguno en (t, t + “t) + P (k — I fallos en (0, t)
un fallo en (t,t+“t)

teniendo ep cuent

q a la funcién que define la probabilidad de fallo en (t,t+“t) y

espreciand z . P A
o los términos superiores de “t, nos queda:

By (Faay L 4
pasando P KEFTO=Pe ) [1 - (31°710); ]+ Prat () [(5 157! 0) “1)]

fr k(1) al primer miembro, dividiendo por “t y tomando limites cuando
t'ene‘:'I'IOS que

. Pu(t+2¢) —
1 k t)— Py (t
lm“\—o-__—___fi__'i)— =P, () =P ()86t " '=Pi(1)

resolvienqd
(o] = . v
€sta ecuacién diferencial resulta:

Pi(ty=c0t5 _ (6%
la fUncién
d Ty —
=0)=1_ e‘;tsdlsh'ibucmn de la v. a. «tiempo de fallo»: Tsera: P(T < t)=1—P (N,

funcig

on de distribye
ribucig

(a=g-1s 1on

5, ¢ que corresponde a una distribucién Weibull de parametros
» O, — 0)

3‘ Lﬂ dist .
bLici )
"oucién Weibyll es aplicable en teoria de la fiabilidad

Es i
nteresa
nte o
en log bservar la

Procesg importancia que el estadistico min (X;, X,..., Xn) tiene

se .

mbustez’d l n cadena, en los que la robustez de dicha cadena se reduce a la
el eslab6n mas débil.
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)®  funcién de distribucién que

En el punto 1 de este apartado encontramos la distribucién Weibull como
distribucion limite de min (X, X;..., Xn) cuando la funcién de densidad de las v. a.
X; eran de una forma determinada, cabe, por tanto, esperar que la distribucién
Weibull aparezca asociada, en problemas de fiabilidad, al tiempo de fallo que
corresponde a una razén de riesgo representada por una funcién del tipo de la
funcién de densidad de las v. a. arriba indicadas. En efecto, si tenemos un sistema
cuya razén de riesgo es del tipo:

t—¢&

(84

§—1
h(1)=i( ) a6 >0 EZ0t=E
(03

busquemos la distribucién de la v. a. «tiempo de fallo».
Por definicién de razon de riego se tiene:

b = f(t) _ ot
1 —F (1) F=Fi{L]

integrando entre cero y x resulta que:

In (1 —F (x))=— SSh(t)dt

{ — X—&6- X=

X—§€s 5( f)ale_( f)é
a

por tanto: f(x)=h(x)e —(

)= —

(a4 « o

funcién de densidad de la v. a. «tiempo de fallo», que corresponde a una distribucién
W (a, 8, ¢£), como esperdbamos.

RESUMEN

1. La distribucién Weibull es la distribucién asintética del min (X, X,..., Xn),
cuando las v. a. X; siguen una distribucién con funcién de densidad:
X . s—1
RaSnt 3

a

o .
fx)=—( ESX<atbad=0

84
por tanto, es aplicable en el cilculo de la vida de un sistema de componentes en
cadena, donde la vida de cada componente obedece al tipo de distribucién indicada.

2. La distribucién Weibull es utilizada en fiabilidad como distribucién de la
v. a. «tiempo de fallo», para funciones de riesgo del tipo:

6—1

6, t—
h()=—(—=) ;0,6 > 0= 0t = ¢
o [0 4

que puede ser creciente, decreciente o constante en (t—§), segln que & > I,

8 < lod=1, portanto,ladistribucién Weibull amplia el campo de utilizacién de
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la distribucién exponencial, sélo reducida a los casos de razén de riesgo constante. Lo
expuesto para teoria de fiabilidad, puede trasladarse a problemas de supervivencia
ver Cross®. ’

3. La distribucién Weibull va asociada a la v. a., que indica el instante de salto

en un proceso Weibull, por tanto, es utilizable en todo proceso real y concreto que
cumple las hipétesis de proceso estocdstico Weibull.

WEIBULL DISTRIBUTION. CHARACTERIZATION
AND SOME APPLICATIONS

SUMMARY

1. The Wei o _
%y e Weibull distribution is the asyntotic distribution of the min (X, X,...,

en t =
n the random variables Xi follow a distribution with function of density:
X _£ 6—1

8
fy=—— (225
(x) a(a) ES<x < a+&a,6=0

In this : .

componentg ‘ivnayhls- applicable to the calculation of the life of a structure of

distribut; chain, where life of each of the components responde to the t f
1on above Ype o

mencioned,

2. The Wej st ki pas
eibull distribution is used in reability as distribution of the «time of

£t i i
ailures ip functions of risk of the type:

1

6 t—¢ &=
h(y=—=(L=¢
(t) a(a) 10,8 > 0,6 = 05t = £
wich can be ip i
2 Sl lcreasmg, decreasing or unchanging in (t—¢) dependingon & > 1,

SSEI5P e exp(; 80 we could say that the Weibull distribution enlarges the scope of
; nential distribut;
el What At distribution only reduced to the cases of a constant rate of

en said for the theory of the reability can be transferred to the

Pl'()ble I
ms of survival, see Gross®.

3. The Weib

shows the insta tUIfl distribution goes associated to the aleatory variable which
n < . - -
Ol jump to a Weibull process, in this way is used in any real and

conCl’ete r 3
Process which fulfils the hypothesis of Weibull stocastic process.
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